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Kvantum-bonyolultsagelmélet

e Kvantum analogok klasszikus bonyolultsagi osztalyokra?

p BPP NP

Csatari Jakab Kvantum-bonyolultsagelméleti szeparacid 2023.05.19.



et

Kvantum-bonyolultsagelme

4 )

Univerzalis kapuk

o | .
/

-

input <

AN
A [ 4

workspace <

Csatari Jakab Kvantum-bonyolultsagelméleti szeparacid 2023.05.19.



Kvantum-bonyolultsagelmélet

e Kvantum analogok klasszikus bonyolultsagi osztalyokra?

p BPP NP
| D D |
EQP BQP QMA
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Kvantum-bonyolultsagelmélet

P: klasszikus, determinisztikus, poly(n) idében,
mindig jol valaszol

EQP (Exact Quantum Polynomial): kvantum, poly(n)
idoben, mindig jol valaszol
FUGG A KAPUKTOL!
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Kvantum-bonyolultsagelmélet
e Kvantum analogok klasszikus | ltsagi 37
P BPP
BPP: klasszikus, randomizalt, poly(n) id6ben,
1 korlatos hibaval (< 1/3)

EQP BQP

BQP: kvantum, poly(n) id6ben, korlatos hibaval
(Nem flgg a kapuktol)

Csatari Jakab Kvantum-bonyolultsagelméleti szeparacio 2023.05.19.



Kvantum-bonyolultsage

e Kvantum analogok klasszikus

P

!

EQP

Csatari Jakab

BPP

!

BQP

NP

!

QMA

NP: klasszikus, nem-
determinisztikus, poly(n) id6ben
(Vx3y poly(n) méretl tanu:
Alx,y) = 1)

00

QMA (Quantum Merlin-Arthur):
kvantum, Vx3y kv. allapot:
Alx,y) =1
korlatos hibaval
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BPP

Def: Azon L. C {0, 1}* nyelvek osztalya, melyekre 94 A4 polinomidlis
randomizalt algoritmus, hogy:

PriA(z) = L(z)] > ;
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BPP

Def: Azon L. C {0, 1}* nyelvek osztalya, melyekre 94 A4 polinomidlis
randomizalt algoritmus, hogy:

PriA(z) = L(z) z>§< I—d

0<e< =
€S 3

Csatari Jakab Kvantum-bonyolultsagelméleti szeparacid 2023.05.19.



BQP

Def: Azon L. C {0, 1}* nyelvek osztalya, melyekre 94 A4 polinomidlis
kvantum algoritmus, hogy:

PrlA(x) = L(x)]| > 1 —¢

Csatari Jakab Kvantum-bonyolultsagelméleti szeparacid 2023.05.19.



Relacios probléma

* Dontési problémaknal:

?
r € L A:{0,1}* —{0,1}
e Relacios problémaknal:

R C{0,1}" x{0,1}"

A:{0,1}" —{0,1}" (r,y) € R
X Y
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Relacios probléma

Példa:

R :={(z,y) | v +y paros}




FBQP

Function Bounded-Error Quantum Polynomial

Def: Azon R C {0,1}" x {0,1}" relaciok osztalya, melyekre 44
polinomialis kvantum algoritmus, hogy:

Pr{(z,A(x)) e R| > 1 —¢
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FBQP

Function Bounded-Error Quantum Polynomial

Def: Azon R C {0,1}" x {0,1}" relaciok osztalya, melyekre 44
polinomialis |kvantum algoritmus, hogy:

poly(|z| + 1/e (x, A(z]|0"/))

Prite—Afeyrc R > 1 — ¢
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Sugas
* Input hosszatol fliggs additional input: {Sn}n21
*Ha |z| =n : A(x|s,) =y

e SUgas mérete?
Randomizalt vagy determinisztikus?
Klasszikus vagy kvantum?
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FBQP/poly

Def: Azon R C {0,1}" x {0,1}" relaciék osztalya, melyekre A
polinomialis kvantum algoritmus és polinomialis méretd (klasszikus)

sugas{sn tn>1, hogy:

Pri(z, A(z|s)z)) € Rl > 1—¢

2023.05.19.
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FBQP/rpoly

Def: Azon R C {0,1}" x {0,1}" relaciék osztalya, melyekre A
polinomialis kvantum algoritmus és polinomialis méretd (klasszikus)

sugasok eloszlasa{ Dy, } ,>1 , hogy:

Pr ((x,A(z|r)) e R| > 1 —¢

r~D.,,

2023.05.19.
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FBQP/qpoly

Def: Azon R C {0,1}" x {0,1}" relaciék osztalya, melyekre A
polinomialis kvantum algoritmus és polinomialis méret({ kvantum

sugas {|1n) fn>1 , hogy:

Pr((z, A(z||yn))) € B] > 1 —¢

2023.05.19.
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FBQP/qpoly

Def: Azon R C {0,1}" x {0,1}" relaciék osztalya, melyekre A
polinomialis kvantum algoritmus és polinomialis méret({ kvantum

sugas {|1n) fn>1 , hogy:

Pr((z, A(z||yn))) € B] > 1 —¢

‘¢n> poly(n) qubit szuperpozicidja

2023.05.19.
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FBQP sugasokkal

FBQP/poly ( FBQP/rpoly (_ FBQP/qgpoly
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FBQP sugasokkal

FBQP/poly ( FBQP/rpoly ( FBQP/gpoly

= C
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FBQP/rpoly # FBQP/gpoly

* Ry relacié megfogalmazasa
*VF' : Rp € FBQP/qgpoly

« JF RF §E’ FBQP/poly = FBQP/rpoly
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R - relacio

Boole fliggvény sereg:

= {fn}nZl fn : {07 1}n = {07 1}

Rp :={(z,(y,b)) | fu(y) ® fuly ®x) = b}
ahol I,y € {O, 1}”,5 - {O, 1}
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acio

RF re

Miért nem trivialis? fn (y) . fn (y &+ gj) — b

- Megkapjuk X -et

- Kiszamoljuk f, () és f,,(y @ x) értékeket, tetsz6leges Y-ra
- b=amod 2 6sszegik
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e /

acio

RF re
Miért nem trivialis? fn (y) . fn (y &+ gj) — b

fn : Ha a legjobb maddszerunk kiszamolni a hozza tartozo
. s s s « 7 Qe 7 n
igazsagtablat, az exponencialis méret O(2")

Tfh. poly sok input eredményét beleprogramozzuk (pl. fn (y)-t is)
Tetsz. &-re valoszind, hogy nem tudjuk fn (y > {L')-et
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Kvantum algoritmus

Szeretnénk algoritmust, ami |¥) sigas mellett megoldja R r-et
Ekkor VE : Rp € FBPQ/qpoly

;( mérés specialis bazisban
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Kvantum algoritmus
1

) = (—1)7 W) |y)
var yE{EO»:l}’”

* 0. lépés: Ha = = |0™), akkor tetsz8leges y-ra return((y, 0))

fny) ® fnly®x)=>
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Kvantum algoritmus

1
) = (—1)/W|y)
v2r yE{EO»:l}’”

« 1. |épés: Keresstink A & Fg’_lxn matrixot, aminek a nulltere
pontosan {0, x }

Ekkor Oy := |[¢,) — Z f”(y)‘y ) Ay)
yE{Ol}”
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Kvantum algoritmus

* 1. 1épés: Keressiink A &€ Fg’_lxn matrixot, aminek a nulltere
pontosan {0, x }

Példaul n =3 x = 001

001 — 00
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Kvantum algoritmus

n—1xn
IFZ

1. |épés: Keressiink A € matrixot, aminek a nulltere

pontosan {0, x }

Példaul n =3 x = 001

001 — 00
010 — 10
100 — 01

2023.05.19.



Kvantum algoritmus

* 1. 1épés: Keressiink A &€ Fg’_lxn matrixot, aminek a nulltere
pontosan {0, x }

Példaul n =3 x = 001

001 — 00 0 1 0
010 — 10 A =
100 — 01 10 0

2023.05.19.



Kvantum algoritmus

Példdul n =3 x = 001 A m— <(1) é 8)

000 — 00 100 — 01
001 — 00 101 — 01
010 — 10 110 — 11
011 — 10 111 — 11




Kvantum algoritmus

Példdul n =3 x = 001 A m— ((1) (1) 8)

000 — 00 100 — 01
001 — 00 101 — 01 Av=Alr +y)
010 — 10 110 — 11
011 — 10 111 — 11




Kvantum algoritmus

Vagy, ha példdul x = 101 A —
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Kvantum algoritmus

1 0 1
Vagy, ha példaul = = 101 A e (1 1 1)

000 — 00 100 — 11
001 — 11 101 — 00
010 — 01 110 — 10
011 — 10 111 — 01




Kvantum algoritmus

1 0 1
Vagy, ha példaul = = 101 A e (1 1 1)

000 — 00 100 — 11
001 — 11 101 — 00 Ay = Alz +y)
010 — 01 110 — 10
011 — 10 111 — 01




Kvantum algoritmus

A0 = Az =0
Alx +y) = Ax + Ay = Ay




Kvantum algoritmus

1 0 1
Vagy, ha példaul = = 101 A e (1 1 1)

000 — 00 100 — 11
001 — 11 101 — 00 Ay = Alz +y)
010 — 01 110 — 10
011 — 10 111 — 01




Kvantum algoritmus

Indirekt: 2 Q{ {y, y _|_ CC}
Ay = Az

De ekkor:

0=Ay — Az = A(y — 2)
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Kvantum algoritmus

Oa([tn)) Z —1)/W]y)| Ay)

yE{O 1}m

e 2. |épés: Mérjuk meg az ‘Ay) regisztert a szamitasi bazisban
lgy az ‘y) regiszter 6sszeomlik:

— ((-1)""Wy) + (1) V&) |y & z))

Kvantum-bonyolultsagelméleti szeparacio 2023.05.19.



Kvantum algoritmus

L ()@ 1 (—1)5 02|y g )

V2

3. [épés: Mérjik meg az { ‘y) T \y D :L')} bazisban

Mérés(1val) |y) +[yD ) |y) —lyD) [y)—lydz) |y)+|y®2)

fn(y) 0 0 1 1
fn(y@il?) 0 1 0 1
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Kvantum algoritmus példa

1. x = 101
101){] St

=1 1)
%){

0)
0)

)

DOX
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Kvantum algoritmus példa

o 1. ¢ = 101
w g T
o 2 —
" X :
0) ~ : ‘Ol>-et mérink
0 ~_ 0L I

E((—Ufn(om) 010) + (—1)7(11D]111))
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Kvantum algoritmus példa

o 1. = 101
‘ >{] 10 1
X A=17 1 1
A 010y +|111)
Un) A :
0) ~ 0" ' ‘Ol>-et mérink
0 ~ 101 1

E((—Ufn(om) 010) + (—1)7(11D]111))

S £u(010) =1 f(111) = 1

Loty ) S o10) 4+ 111)

N =
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IS bazisban R

Meres a specia

O

R R O Rk R, O
V|
|

(y,b) = (21222324250, 2¢)
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o y®a
is bazisban 5 (1010101) +[001110))

Meres a specia

X 1 lCNOT

: oA (—[001111) + |001110))

1 O ~< . V2

1 @ ~ 24 1 l H

O Q “4 5 (=1001111) + [001110)

1 an 25

1 l o S —|001111) — |001110))
(y, b) m— (2122232425(), ZG) A Hadamard miatt megtudjuk

a relativ allapotukat
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Tehat R € FBQP/qgpoly

Ha A az elébbi kvantum algoritmus

Pr((x, A(x||¢n) € Rp]=1>1—¢

2023.05.19.



Kvantum kommunikacios bonyolultsag

Egyiranyu kommunikacios probléma:

(x) Alice inputja, (y) Bob inputja T: (x,y) -> * feladat
Alice kommunikalhat Bob-nak, de Bob-nak kell megoldani

D(T): min (determinisztikusan) kildott bitek szama, hogy tetsz (x,y)-ra
meg tudja oldani Bob
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Kvantum kommunikacios bonyolultsag

D(T): (determinisztikusan) kuldott bitek szama
R(T): (hiba korlatos) randomizalt protokollal kiildott — shared randomness

Q(T): (hiba korlatos) kvatum protokollal kiildott

D(T) 2 R(T) 2 Q(T)
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Hidden Matching Probléma

* Exponential Separation of Quantum and Classical One-Way
Communication Complexity
Ziv Bar-Yossef, T. S. Jayram, lordanis Kerenidis (2006)

* https://www.irif.fr/~jkeren/jkeren/CV_Pubs files/BJKO4.pdf
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Hidden Matching Probléma

Def (HMN)I
Legyen z € {0, 1}" Alice inputja, M € M p teljes parositas Bob

inputja, ekkor Bob célja:
Output: (i,,b) ,ahol @ (2,7) € M
o b=12 Dz
i,je{l,...N} be{0,1}
My = {Mi, My, ..., M, } paronként éldiszjunkt teljes parositasok, ahol m = Q (V)
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Hidden Matching Probléma

Kérdés: mennyit kell Alice-nak (randomizaltan) kommunikalnia?
Kell: ® (2,7) € M - wlog. feltehetd, hogy teljesil

o b=2;Dz;

Kérdés milyen hiba korlatot szeretnénk?
1/2 val. j6 output trividlis
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Hidden Matching Probléma

A birthday paradox argument:
Alice rand valaszt ¢ - vV NV indexet, megfelel6 biteket atkuldi

‘ , . ) T 1 T?
FEElek szama T db random index kozt| = N ~ .

T > 2/ N -re pl. mar elég valdszin(i
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Hidden Matching Probléma

Tétel (Yossef-Jayram-Kerenidis):

Barmely egyiranyu randomizalt protokollhoz, mely megoldja H M -et
1
=l hibaval, sztiikség van Q(\/ N) bit kommunikaciora.

Lattuk, hogy © (v N )-rél van sz6 igazabdl.
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Kapcsolat R g -fel

x == 0"
M, ={(y,ydx)y=1,..,2"} M, :={My, My, ..., Mon_1}

Alice ismeri f,, igazsagtablajat ({0,1}2"), Bob ismeri X-et, igy M -etis

Alice kommunikacidja megfelel a sugasnak:
Tehat */rpoly <= randomizalt egyirdanyl kommunikacio

Es most N = 2"
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Kapcsolat R g -fel

El6z6 Tétel miatt:

Alice-nak Q(Q”/Z) bitet kell kildeni, hogy g val. jol valaszoljon
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Kapcsolat R g -fel

El6z6 Tétel miatt:

Alice-nak Q(Q”/Z) bitet kell kildeni, hogy g val. jol valaszoljon

Ha [ ~ {F ‘F = {fn}nzl}:akkor
Pr|ds,, poly(n) sugas Vo € {0,1}" : (z, A(x|s,)) € Rp/| < g

2023.05.19.
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Kapcsolat R g -fel

El6z6 Tétel miatt:

Alice-nak Q(Q”/Z)bitet kell killdeni, hogy gval. jol valaszoljon

Ha F/ ~ {F ‘F — {fn}n21},akkor

|

Pripoly(n) méretli s,, sugas mellett x € {0,1}" inputra (x, A(x|s,)) € Rp/] < 3
De ez minden n -re fuggetlen, igy

1 7
Pr|poly(|x|) méretl {s, },>1 sugasok mellett x € {0,1}" inputra (z, A(z|s,)) € Rp/| < H .
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Kapcsolat R g -fel

Tehat: 4F : Rp Q’ FBQP/poly = FBQP/rpoly
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Meg lehet gondolni

. RF Q' FBQP/poly -ndl nem haszndltuk ki, hogy FBQP az algoritmus

Ha C uniform: R & C/poly

- Rr € FeQp/qpoly
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Meg lehet gondolni

* FBQP/poly = FBQSIZE,,,(poly(n))

” O ”: FBQSIZE (poly(n)) programja belekddolhaté a stigasba
7 C ”: FBQP/poly CFBQP,/poly CFBQSIZE,(poly(n))

FBQP/qpoly D FBQSIZE(poly(n)),

s6t  FBQP,/qpoly - FBQSIZE,,,(2°M)
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Nyitott kérdes

Hany klasszikus bitre van szikség randomizalt sugas esetén, olyan
problémara, amire elég n qubit?

Lattuk, hogy IR esetén Q(Q’”’/Q) -re szikség van.

Van-e relacios probléma, melyre tobbre is sziikség van?
Milyen er@s a szeparacio Q(2n/2) és ()(2") kozott?
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KOszdndm a figyelmet!
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