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Kivonat

Napjainkban egyre gyakrabban hallani hireket a kvantuminformatika vilagabol, példaul
1j kvantumszamitogépekrsl vagy kvantumkommunikacios attorésekrsl. Ezekkel Gsszefiig-
gésben egyre fontosabb szerep juthat a kozeljovében a kvantumalgoritmusoknak. Szintén
nagyon népszeri teriilet a gépi tanulas, amit rengeteg kiillonb6zdé célra hasznalnak a sak-
kozbgéptdl az dnvezetd autdig. A két teriilet 6tviozése rendkiviil igéretesnek tiinik.

A kvantuminformatika a kvantummechanikébol ismert jelenségeken alapul, amely szerint
a mikrorészecskék mozgasa valdszintiségi moédon irhaté le. Ilyen részecskével valdsithatd
meg egy kvantumbit: egyszerre van a két, jol megkiilonboztethets klasszikus allapot (0
és 1) szuperpozicidjaban, az egyikben p, a mésikban 1 — p valoszintséggel. Ilyen modon
egy n kvantumbites rendszer egyszerre 2™ allapotban van, ennek leirasara (azaz az egyes
allapotok valoszintiségének eltarolasara) klasszikus esetben 2"-nel ardnyos darabszamu bit
sziikséges. Ett6l lehet hatékonyabb bizonyos probléméak megoldésa kvantumszamitogéppel,
mint klasszikusan, pl. primtényezSkre bontéas, rendezetlen halmazban keresés stb.

A kanadai D-Wave Systems vallalat volt az els§ a vilagon, amely kvantumszamitogépet
adott el, a legutobbi szamitogépilik 2048 kvantumbites. Bar megoszlanak a vélemények
arr6l, hogy valéban kvantumos elven miikods szamitégépekrsl van-e szo, ettdl fliggetlentil
érdemes foglalkozni azzal a szamitasi modellel, amely a gépek mogott van. A modell alapja
a Kiméra graf (Chimera graph), ebbe kell bedgyazni a probléméakat.

Gépi tanulast (és altalaban heurisztikus megoldasokat) akkor érdemes hasznalni, ha nem
ismert olyan egzakt algoritmus, ami hatékonyan megold egy problémat. Lényege, hogy a
gép, ami megoldja a feladatot, ,tanul” a kordbban mar latott esetekbdl. Ezt ellenérzott
tanulés esetén dgy érjiik el, hogy ismert eredménnyel rendelkez§ tanité adatokat adunk
bemenetként, amelyekbél a gép egy modellt tud elallitani. Igy ha olyan @j bemeneteket
kap, amelyeknek mér nem ismert az eredménye, akkor erre a modell alapjan becslést tud
mondani.

A dolgozat {6 célja egyrészt a kiillonb6z6 kvantuminformatikai szamitasi modellek ismer-
tetése és néhany NP-teljes grafelméleti probléma D-Wave kvantumszamitoégépen torténd
megoldasanak bemutatasa. Masrészt felvazoljuk bizonyos gépi tanulési médszerek kvantum
valtozatat, és egy 1j binaris osztalyozo algoritmust is terveztiink, amely megalkotasanal
szempont volt a kvantumos megvaldsithatosag is. A téma jelentGsége abban &ll, hogy a
bemutatott problémak hatékonyabb megoldésa véalhat lehetévé egy jovébeli kvantumsza-

mitogépen.






Abstract

Nowadays quantum computing is getting more and more publicity. For example, we can
hear news about new quantum computers or breakthroughs in quantum communication.
These may cause a growth in the importance of quantum algorithms in the near future. Ma-
chine learning is also a very popular area, and it is used in various fields, e.g. chess playing
machines and self-driving cars. The mixture of these fields seems extremely promising.

Quantum computing is based on quantum mechanical effects which describe the move-
ment of microparticles probabilistically. A quantum bit can be realized with a microparticle
which can be in a superposition of 0 and 1 at a time with probability p and 1 — p, respec-
tively. An n quantum bit system encodes 2™ states at a time, while in a classical computer
the number of bits used to store the probabilities for all the states is proportional to 2.
That is why several problems can be solved more efficiently on a quantum computer than
on a classical one. E.g. factorization, searching in unordered sets.

The Canadian D-Wave Systems was the first company in the world to sell quantum
computers. Their latest model is a 2048-quantum bit system. Although it is controversial
that these computers really work by quantum principles, the computational model that
they provide is worth to investigate. This model is based on the Chimera graph, in which
we should embed our problems.

Machine learning (and more generally, heuristic algorithms) are used when no efficient
exact algorithm is known for solving a problem. We can talk about machine learning if
the machine which solves the problem ‘learns’ from the cases already seen. In supervised
learning we give samples as input, for which we know the result so that the machine can
create a model. If we give new inputs without the results, the machine can predict the
results based on this model.

The main goal of this paper on the one hand is to review the different models of quantum
computing and to show how to solve some NP-complete problems on a D-Wave quantum
computer. On the other hand we present the quantum versions of some machine learning
techniques and we also designed a new binary classifier algorithm, keeping an eye on a
possible realization as a quantum algorithm. The significance of this field is that in the
future it may be possible to solve the presented problems more efficiently on a quantum

computer.






Bevezeto

A kvantuminformatika teriilete egyre népszeriibbé valik, ahogyan sziiletnek az attorésnek
szamitd eredmények ezen a teriileten. 2017 nyaran példaul arrél hallhattunk, hogy Kiné-
ban kvantumkommunikaciés mitholddal kisérleteztek sikeresen, nem sokkal késébb pedig
megvalosult a vilag els6 kvantumkulcsszétosztassal titkositott videohivasa [Norl7|. Ennek
az a jelentGsége, hogy a kulcsszétosztas a szimmetrikus kulesa kriptografia alapvetd 1épé-
se, és kvantumkriptografidval matematikailag bizonyitottan feltorhetetlen kulcsokat lehet
elgallitani a biztonsagos kommunikaciéhoz.

Tavaly &sszel az IBM jelentette be, hogy 50 kvantumbites (qubites) kvantumszamitogé-
pet épitettek, idén tavasszal pedig a Google szamolt be az 4j, 72 qubites chipjérdl. Ilyen
értékeknél mar felmeriil az un. kvantumfélény elérése, hiszen eddig legfeljebb 49 qubites
rendszert sikeriilt klasszikus szamitoégépen szimuldlni az IBM kutatéinak. Azonban a qu-
bitek stabilitdsanak hidnya miatt még nem beszélhetiink kvantumfélényrsl, mivel a kvan-
tumbitek allapotat maximum 100 mikroszekundum ideig tudjék fenntartani, és a zajra ér-
zékenység miatt nehéz megmondani, hogy valoban jo eredményt kaptunk-e [GK18, Knil7].

A kvantuminformatika egy méasik modelljén (lehtitéses modell) alapulnak a D-Wave Sys-
tems cég kvantumszamitogépei. Legutdbbi, 2017-es géplik mar 2048 qubites, ez azonban
nem vetend§ Ossze az el6z6 bekezdésben emlitett cégek szamitdégépeivel, mivel més modell-
re épiilnek. Ez a modell optimalizalasi és mintavételezési probléméak megoldasara alkalmas.
A dolgozatban néhany NP-teljes grafelméleti problémat oldunk meg hatékonyan a segitsé-
gével.

A gépi tanulas szintén modfelett felkapott teriiletnek szamit, amelynek f6 oka, hogy
igy sok olyan problémat lehet mar az embereknél is hatékonyabban megoldani klasszikus
gépekkel, amelyeknél ez korabban elképzelhetetlennek tiint. Ehhez nagyban hozzajarult
a szAmitasi kapacitasnak az utobbi évtizedekben tapasztalt hatalmas névekedése, mivel
vannak olyan feladatok is, amelyeket elméletben mar régebben megoldottak, azonban az
akkori gépek hasznalhatatlanul lassan adtak eredményt (pl. sakkozogépek). Mara lehetvée
valt olyan komplex feladatok megoldasa (pl. képek és méas adatok gyors feldolgozasa),
amelyek sziikségesek voltak példaul az onvezet§ autdk megjelenéséhez.

Dontési fakkal nagyon egyszertien modellezhetk valasztasi lehet&ségekbdl és azok kovet-
kezményeibdl allo folyamatok. Ezért népszerd a dontéstamogatasban, a legjobb stratégia
kivalasztasaban, de gépi tanulésra is gyakran hasznaljak.

Az ensemble modszerek lényege, hogy tobb gépi tanulé algoritmust hasznalnak egy-

szerre, ezaltal érve el nagyobb hibatiirést, mint az egyes algoritmusok kiilon-kiilon. Ilyen



algoritmus példaul az AdaBoost, amely ,gyenge” osztalyozo algoritmusok felhasznélasaval
azoknal jobb eredményt ér el. Az algoritmus egy valtozata (Viola-Jones [VJO01]) elterjedten
hasznélt kamerakban arcdetekciora.

A fentiekbdl is lathaté, hogy a gépi tanulds és a kvantuminformatika egyiittes alkal-
mazasa hatalmas lehetdségeket rejt magaban. Bar a kvantumszamitégépek megbizhatéd
hasznélata még varat magara, kvantumalgoritmusokat mar tomegével terveznek a kuta-
tok, hiszen — mint az a gépi tanulas esetében is tortént — konnyen lehet, hogy csak id§
kérdése, hogy ezeket a gyakorlatban is kiprébalhassuk. Ezen kvantumalgoritmusok kozott
szép szammal szerepelnek a gépi tanulasbél szarmazé modelleket kvantumszamitégépre
atiiltetd megoldésok is.

A dolgozat I. részében a két érintett tudomanyteriilet alapismereteit foglaljuk 6ssze. Az
1. fejezetben egy révid kvantuminformatikai ismertetd olvashato, a 2. fejezet pedig a gé-
pi tanulas teriiletét mutatja be — természetesen kozel sem kimeritGen. Ezutan kezdddik
a II. rész, amely a lehtitéses modellrdl szol. A 3. fejezet azokat a bedgyazasi mddszereket
ismerteti, amelyeket felhasznaltam a konkrét problémak bedgyazasara. Ezek a gyakorlati
alkalmazésokban is el6forduld alapvets feladatok keriilnek sorra a 4. fejezetben: maximalis
klikket, maximalis teljes paros részgrafot, és minimalis dominans halmazt kerestem tetsz-
leges grafokban. Ezek mellett egy altalam irt programrol is sz6 lesz, amellyel ellenérizhetjiik
a bedgyazasok helyességét.

A III. rész néhany gépi tanulé modszerrdl és azok kvantumos megvalositasarol szol. Eb-
ben megvizsgalunk bizonyos konkrét gépi tanulasi modszereket, és ezek kvantumos valto-
zatait: az 5. fejezet a dontési fakkal, a 6. fejezet pedig az ensemble modszerekkel foglalkozik
mind klasszikus, mind kvantumos értelemben. Az 5.3. szekcioban néhéany 1j, kvantum don-
tési fakkal kapcsolatos eredményemet kézlom. A 7. fejezet arrdl az 4j algoritmusrodl szol,
amelyet az addig bemutatott eredmények felhasznélasaval terveztiink meg és implemental-
tunk. Néhany adathalmazon kipréobaltam tébb algoritmust — koztiik az Gjat is — és Ossze-
vetettem az eredményeket. Az 1j algoritmussal kapcsolatban is szoba keriil a kvantumos
megvalositas.

A dolgozat tartalma f6leg a 2017. és a 2018. évi TDK dolgozataimbol all [Szal7, Szal§|.



I. rész

A kvantuminformatika és a gépi

tanulas alapjai






1. fejezet

Kvantuminformatika

Az 1970-es évektsl kezdve méar beszélhetiink kvantuminformatikarol, de ekkor még alig
voltak eredmények. A tudoméanyag az 1980-as években kezdett igazan fejlédni (Feynman
[Fey82]), bar ekkor is még elméleti szinten maradt. Az 1990-es években késziiltek el az elsd
(még csak par kvantumbites) kvantumszamitogépek. Fontos kvantumalgoritmusok is szii-
lettek ebben az évtizedben: pl. Shor primfaktorizéld- és Grover keresGalgoritmusa, amelyek

joval hatékonyabbak klasszikus tarsaiknal [Wikg].

1.1. Kvantummechanikai és -informatikai alapok

A kvantuminformatika elnevezés onnan szarmazik, hogy ez a teriilet olyan szamitogépekkel
foglalkozik, amelyek miikodése kvantummechanikai jelenségeken alapul. Ebbdl a szempont-
bol a legfontosabb jelenség példaul a kétréses kisérletben figyelhet§ meg: egy atlatszatlan
lemezen két, parhuzamos rés van. Ennek az egyik oldalan talalhat6 forrasbol egyesével bo-
csatunk ki részecskéket (pl. fotonokat vagy elektronokat). A lemez ttlso oldalan 1évé ernyén
interferenciakép alakul ki, tehéat a vizsgalt részecske egyszerre mindkét résen atmegy, és a
faziseltolodas miatt hol gyengiti, hol erdsiti énmagat. A részecske helyzete valdszintiségi
ezt irjak le a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaciok. Tovabbi fontos kvantummechanikai

jelenségek az Osszefonddas és az alaguteffektus.

1.1.1. A kvantummechanika posztulatumai

A kvantummechanika posztulatumaival tudjuk formalizalni, matematikai alapokra helyezni

a kvantuminformatikat.

I. posztulatum

Zart fizikai rendszer allapota egy H Hilbert-térbeli egységhosszu vektorral irhato le (az-
az csak az irdnya jellemzi, a nagysdga nem), ahol H a rendszer allapottere. A Dirac-
formalizmussal ezt ,ket” vektorral jeloljiik, ami egy oszlopvektornak feleltetheté meg: |1)).

A [bra” vektor ennek az adjungéltja, vagyis az a sorvektor, melynek elemei rendre i)



elemeinek konjugaltjai: (¢|. Ezzel a jeloléssel a skalarszorzatot (¢|p) alakban irhatjuk,
amelyre a norméltsag miatt (1p|)) = ||¢||> = 1 teljesiil.

Egy kvantumbit (qubit) a kétdimenziés C? Hilbert-tér egy eleme. Ebben a térben a
standard bézisallapotokat |0) és |1) jeldli, igy egy |1)) € C? kvantumbit ezek szuperpozi-
cidjaban van, és felirhato a linearis kombinaciojukként: |¢) = a |0) +b]|1), ahol a,b € C, és
la]? 4 |b]? = 1. Az a és a b Gn. valdsziniségi amplitidok, amelyek abszolit érték négyzete

adja meg a megfelel§ allapotban mérés valoszintségét (errdl a I11. posztulatumban lesz szo
a
b&vebben). Szokasos jel6lés szerint ekkor |1)) = bl azaz |1) i-edik koordinataja az i-edik

bazisallapot valoszintiségi amplitidojat tartalmazza (most ¢ € {1,2}).

Egy kvantumbit szemléltetésére Bloch-gombét (1.1. abra) szokéas hasznalni. Egy kvan-
tumbit a C? egy eleme, ezért alapvetGen négy fiiggetlen valés paraméterrel irhato le. Azon-
ban tudjuk, hogy a normaja 1; valamint hogy az tn. globalis fazis nem szamit (azaz |v)
6s € ) — ahol # € R — azonos allapotot ir le), kettd paraméter is elég. A Bloch-gémb
két atellenes pontja jelképezi a két standard bazisvektort, a feliiletén helyezkednek el a
kvantumbitként interpretalhato tiszta allapotok (amelyek nem allnak el mas allapotok
konvex kombinéaciojaként), a belsejében pedig a kevert allapotok (a nem tiszta allapotok,
amelyek qubitek konvex kombinéciojaként allnak els, és striiségoperatorokkal irhatok le).
A tovabbiakban tiszta allapotokkal (kvantumbitekkel) foglalkozunk.

11)

1.1. abra. A Bloch-gomb vdzlata
(forrds: Wikipedia - Bloch sphere)

I1. posztulatum

Zart rendszer idébeli fejlédése csak a kezdd- és a végallapottol fligg, azaz a bemenet és a
transzforméci6 ismeretében tudjuk, mi a kimenet, valamint a kimenet és a transzformacio
ismeretében meg tudjuk mondani, hogy mi volt a bemenet. Ez pontosan azt jelenti, hogy az
id6beli fejlédés leirhato unitér transzformdcidkkal, azaz olyan operatorokkal, amelyeknek
az adjungaltjukkal vett szorzata az identitas (vagyis UU* = I). Ezek a transzforméaciok

ugyanis hossztartok, igy normalizalt bemenet esetén a kimeneti vektorok is egységhossztuak

10



lesznek. Példaul a [¢) allapoton végrehajthatunk egy U unitér transzforméciot: U |¢) =
). Bkkor [l = [lll = 1.

Ezeket a transzforméaciokat kvantumkapuknak is nevezik, és gyakran a klasszikus aram-
korokhoz hasonlé dbréakon abrazoljdk a kapuk sorozatabol elGallé algoritmusokat. Hires,
gyakran hasznalt kapuk az I (vagy op) identitas kapu mellett a Pauli-féle X, Y és Z (mas

jeloléssel rendre ox, 0y, 07 vagy o1,02,03) kapuk, valamint a H Hadamard-kapu.

10 0 1 0 —i 10 111
R L i B R R )

Ez utobbinak azért van nagy jelentésége, mert segitségével példaul a |0) allapotbol (ami
1 valoszintiséggel 0) olyan allapotot tudunk létrehozni, ami egyenletes eloszlasu, azaz 0,5

valoszintiséggel 0 és ugyanilyen eséllyel 1:

H(0) = 1/vV2  1/v2 || (12
C1v2 —1v2| o] |1v2]C

II1. posztulatum

Kvantumrendszer belsd allapota nem figyelheté meg, a megfigyeléshez méréssel klasszikus
allapotta kell azt alakitani. A rendszer allapota a H Hilbert-tér elemei koziil keriilhet ki,
a mérés lehetséges kimeneteinek halmaza X. Az M mérés M, operatorok halmaza, ahol
x € X, és M, az x kimenetet eredményez6 mérés operatora. Ezek 0sszegének az identitast
kell adnia, hogy a mérés lehetséges kimeneteinek valdszintiségosszege egy legyen. Az M
meérésre akkor mondjuk, hogy pozitiv operator értékd mérés (POVM), ha minden M, € M
pozitiv szemidefinit, és véges sok kimenet kovetkezhet be. Azaz a POVM-ek halmazara
POVM(X,H) = {M = {My}zex : My >0, #{x: M, #0} <o0, > r M, =1}

Egy M meérés projektiv (PVM), ha POVM, és projekcio (azaz M? = M). Igy a PVM-ek
halmaza: PVM(X,H) = {M = {M,}yex : M € POVM(X,H), M2 = M, Vz € X}.

Peéldaul a |¢)) = a|0) + b|1) kvantumbit esetén az M = {My, M;} (ahol My = |0) (0], és
My = |1) (1]) mérés hatéasara (1| My ) = |a|? valészintiséggel kapjuk a |0), és (v| My 1) =

b]? = 1 — |a|? valészintiséggel a |1) klasszikus allapotot.

IV. posztulatum

Osszetett rendszer allapota a részrendszerek allapotainak tenzorszorzata. A tobb kvan-

tumbitbdl all6 rendszereket kvantumregisztereknek nevezziik. Példaul a két kvantumbites,

ac
a c . . ad

lv) = ; és |p) = g qubitekbdl allo Gsszetett rendszer allapota [1) ® |p) = el A
c
bd

regiszter allapota tobbféleképpen jelolhets: |1) @ @) = [¢) [@) = |1, ©) = |Pe).
Lathato, hogy egy két qubites rendszer esetén négy allapot kiilonboztetheté meg, hiszen

mindkét qubit mérhets 0-nak vagy 1-nek. Igy itt mar négyelemt a standard bazis, aminek
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jelolése |00),|01),|10),|11). Az el6z6 példa ebben a bazisban felirva:
|Y@) = ac|00) + ad |01) + be|10) + bd |11) .

Egy altalanos, n kvantumbites rendszer leirdsdhoz tehat mér 2™ egyiitthato sziikséges. Eb-
bél lathatd a kvantuminformatika erdssége: egy n qubites rendszer szimulalasdhoz klasszi-

kusan 2" komplex szamot kell eltarolnunk.

1.1.2. Tovabbi alapismeretek
Osszefonodas

Egy 6sszetett allapotbol altalaban kikévetkeztethets, hogy milyen alapallapotok Gsszessé-

1
—(]00) 4+ |01)) = |0) ® —(]|0) + |1)). Azonban akadnak kivételek,
5000) + 01) = 10) & —=(10) + |1)). Az v

1
példaul az —2(|00> + |11)) allapotot nem lehet felbontani két qubit tenzorszorzatara. Az

geként allt els, pl.

ilyen kvantumbitparokat nevezziik 6sszefondédott paroknak.

Ezeknek az érdekessége az, hogy ha a kvantumbitpar egyik tagjat megmérjiik, akkor
ennek hatasara a masik qubit is egy klasszikus allapotba keriil, mégpedig az els6 qubit
mérésének eredménye egyértelmiien meghatéirozza, hogy melyik allapotba. A fenti esetben
példéaul biztos, hogy mérés hatéasara mindkét kvantumbit azonos allapotba keriil: 1/2 valo-
szintiséggel mindketts 0, és szintén 1/2 valoszintiséggel mindketts 1 lesz. Igy ha az egyiket
megmérjiik, akkor a masik is ugyanabba az allapotba billen be, akkor is, ha a mérés pillana-
taban nagyon tavol van egymastol a két qubit. Ezt a jelenséget sok kvantumkommunikacios

eljarasban felhasznaljak.

Kvantumbit egyszertiibb valtozata

Egyszertibben elképzelhets a kvantumbit, ha valés egyiitthatok esetével foglalkozunk: ekkor
egy sikbeli derékszogi koordinata-rendszerben egységhosszu helyvektorokként dbrézolhat-
juk a kvantumbiteket (1.2. abra). Az x tengelyen a |0), az y tengelyen a |1) valoszintségi
amplitudojat (rendre a-t és b-t; a,b € [—1,1]) olvashatjuk le. Mivel egységvektorrol beszé-
liink, az altalanos esethez hasonléan teljesiil, hogy a? + b?> = 1 a Pitagorasz-tétel miatt.
Ekkor annak a valészintisége, hogy a qubitet 0-nak mérjiik, a?; annak pedig, hogy 1-nek

mérjiik, 1 — a? = b°.

Fizikai megvalositas

Egy kvantumbit (qubit) realizalasara olyan mikrorészecskét hasznalnak, amelynek vala-
mely jellemzGje alapjan van két, jol megkiilonboztethetd allapota (pl. foton két, egymasra
merdleges sikt polarizacidja). Ez a két allapot megfeleltethets a klasszikus informatika-
ban szereplé bit két allapotéanak, a O-nak és az 1-nek. A részecske pedig éaltalaban ezek
szuperpozicibjaban van, az egyikben p, a masikban 1 — p valészintiséggel, és a mérés az,
ami ,belekényszeriti” az egyik vagy a maésik allapotba (v6. Schrodinger macskaja). Pl. a

korabban emlitett kétréses kisérletben, ha a résekhez detektorokat helyeziink, azaz mérést
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1.2. abra. Kvantumbit eqyszeriisitett dbrdzoldsa

végziink, akkor méar nem alakul ki interferenciakép, csak azon a résen halad at a részecske,
amelyiknek a detektora jelez.
A leggyakrabban ioncsapdat, szupravezeté mesterséges atomokat vagy szennyezett kris-

talyokat hasznéalnak a fizikai megvalositasra [Wike].

1.2. Néhany hatékonyabban megoldhaté probléma

Vannak olyan probléméak, amelyek kvantumszamitégéppel hatékonyabban oldhaték meg,
mint klasszikusan. Példaul ismert probléma a szdmok primtényezdkre bontéasa, azaz a prim-
faktorizacié. A rendkiviil elterjedt RSA nyilvanos kulcsi titkositas sem lenne biztonsagos,
ha a problémara ismert lenne polinomialis algoritmus. Klasszikusan nem ismert, hogy 1é-
tezne ilyen, azonban Peter W. Shor 1994-ben megalkotta a hatékony primfaktorizalé kvan-
tumalgoritmust [Sho94]. Szerencsére azonban egyelére nem tudunk rola, hogy lenne a je-
lenleg hasznélt, tobb szaz jegyd primek szorzaténak felbontésahoz megfelels kapacitasi és
kellGen stabil kvantumszamitogép. Id6vel lehet, hogy lesz, viszont a kvantuminformatika
maésik aga, a kvantumkommunikacié segithet Gj, biztonsigos titkositas elterjesztésében. A
bevezetében emlitett kvantumkommunikaciés halézat ugyanis olyan szimmetrikus kulcsii
titkositas megvalositdsdhoz hasznalhaté, ami bizonyitottan feltorhetetlen.

Egy masik példa a rendezetlen halmazban keresés. Egy n elemti halmazban kereslink
egy z elemet. Ha a halmaz rendezetlen, akkor ehhez (legrosszabb esetben) minden elemet
meg kell vizsgalnunk, hogy egyenl6-e x-szel, azaz klasszikusan a lépésszam n-nel aranyos.
Lov K. Grover 1996-ban irta le azt a kvantumalgoritmust, ami O(y/n) lépéssel megoldja a
keresést [Gro96].

1.3. Szamitasi modellek

Tobb modell alapjan is megvaldsithatok kvantumszamitogépek. ElGszor az dramkori modell
alakult ki Deutsch 1989-es cikke [Deu89] nyoman. Ez valt a standard modellé.
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1.3.1. Aramkori modell

Kvantum logikai kapuk sorozatabol all el§ a szamitas, alapvet&en errdl szolt a fejezet eddigi
része. A kvantumbitek miikodését nehéz Gsszehangolni, és a qubitek szamanak névekedé-
sével azok allapotanak stabilitasa csokken, ezért egyelére csak kevés qubites aramkori ala-
pu kvantumszamitogépek vannak. Az dramkori modellre épiilnek pl. az IBM és a Google
kvantumchipjei. Az ilyen alapokon nyugvo szamitoégépeket nevezziik univerzalis kvantum-

szamitogépeknek. Tobb, az aramkorivel ekvivalens megkozelités is létezik még.

1.3.2. Lehititéses modell

/////

kalmas. Azt hasznalja ki, hogy a fizikai rendszerek mindig az energiaminimumra téreked-
nek. Itt nem mi befolyasoljuk a miikddést, hanem a probléma betaplalasa utan hagyjuk,
hogy a fizikai torvényszertiségeknek megfelel§ valtozasok torténjenek. A D-Wave Systems
cég gépei ezt a modellt kovetik, és nem univerzalisak [D-Wd|.

A Hamilton-fligguény olyan fliggvény, amelybe, ha beirjuk a kvantumbitek értékeit, ak-
kor az eredménye ezen allapot energiaszintje lesz. Kezdetben példaul minden qubit azonos
valoszintiséggel 0 és 1, ez az allapot konnyen elGallithaté Hadamard-transzformacioval. Ek-
kor a paramétereket (cstcs- és élstlyok) figyelmen kiviil hagyo kezdeti Hamilton-fliiggvény
figyelembe vevs végs§ Hamilton-fiiggvény értéke lesz a mérvads. Az igy elGalld legalacso-
nyabb energiaszintd allapot hordozza magaban a megoldast. Ekkor mér klasszikus bitekrél

beszélhetiink, ugyanis méar nincsenek szuperpoziciéban [D-Wc].

D-Wave

A D-Wave egy kanadai cég, amelyet 1999-ben alapitottak, és ez lett a vilag els6 olyan val-
lalata, ami kvantumjelenségeket kihasznélé szamitogépeket arult. 2004-ben dontottek gy,
hogy kvantumszamitogépet épitenek. Eleinte magas hémérsékletii szupravezet&kkel probal-
tak megvaldsitani kvantumbitet — ezek egyik fatajat hivjak d-wave-nek: innen szarmazik
a cég neve. 2010-ben adtak ki az elsG kereskedelmi gépiiket, a D-Wave One-t, ami 128
kvantumbites volt. A legutobbi szamitogépiik a 2017-es D-Wave 2000Q, ami 2048 qubites.
A szamitogépeiket hasznald szervezetek kozott olyanokat taldlunk, mint a Volkswagen, a
Google vagy a NASA [Wika, D-Wh].

A D-Wave gépei lehiitéses kvantumszamitogépek. A szamitasi modelljiik alapja a Kimé-
ral graf (Chimera graph), amely 4+4 csticst teljes paros grafok (Ky4) 0sszekotésébol és
racsba rendezésébdl all (1.3 abra). A kvantumbitek megfeleltetheték a csticsoknak, az élek
pedig az Osszefonddassal allnak kapcsolatban. A qubitek fizikai megvaldsitasa szupraveze-

t6bol (nidbium) késziilt korokkel, és az ezekben folyd aramok altal indukalt kis mégneses

'Kiméra (Khimaira) a gorog mitologia alakja, tobbek kozott Szphinx, Kerberosz és a lernéi Hiidra test-
vére. Jellegzetessége, hogy tobb allat kiilonbozs testrészeibdl all: oroszlan, aminek hatabol kecskefej né ki,
a farka helyén pedig kigyo6 leng. A graf elnevezésének oka az lehet, hogy kiilonallo K4 4 grafokbol all ssze.
[Forras: Wikipédia. Chimera (mythology) (2018. 11. 24.). https://en.wikipedia.org/wiki/Chimera_
(mythology).]
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1.3. abra. Kiméra grdf

mezGkkel torténik [D-Wal.

A csticsokhoz és az élekhez is rendelhetSk sulyok, amelyek minden lehetséges esethez
meghatarozzak az energiaszintet, és igy azt, hogy mit tekintiink a legjobb megoldasnak.
A problémék bedgyazéasa egy ilyen gépbe tulajdonképpen ezen silyok értékeinek megha-
tarozasat jelenti. A megoldést valoszintiségi alapon kapjuk: a legalacsonyabb energiaszinti
allapot elsallasdnak a legnagyobb a valoszintisége. Ezért érdemes tobbszor futtatni, és a
kapott eredmények eloszlasat figyelni.

Mar a D-Wave One megjelenésétdl vannak, akik szerint ez valojaban nem is igazi kvan-
tumszamitogép, ugyanis nem latjak bizonyitottnak, hogy tényleg kihasznal kvantumme-
chanikai jelenségeket a megoldas meghatarozasahoz. A cég publikalt bizonyitékokat, de
azok csak kozvetve mutatték ki az osszefonodas jelenlétét [L114]. A kétkedés mértéke 2007
Ota csokkent, de nem halt el teljesen [Wika).

15



16



2. fejezet
Gépi tanulas

A tanulas fogalmat altalaban élélényeken szoktuk értelmezni: a korabbi tapasztalataik
alapjan moédositani tudjak a viselkedésiiket. Gépi tanulas esetén is hasonlérdl van szo: a
tanuld gép a kornyezetébdl szerzett informaciok segitségével javitja a teljesit&képességét
— ennek megvalositasa egy tanuld algoritmus kifejlesztésével torténik. A fejezet f6 forrasa
[A1t06].

A gépi tanulasnak tobb fajtajat kiilonboztetjiik meg:

e Ellendrzott tanulas (feliigyelt tanulas, tanulas tanitoval)

o Félig ellendrzott tanuléds

e Nemellenorzott tanulas (feliigyelet nélkiili tanulés, tanulas tanité nélkiil)
e Analitikus tanulés

Ellenérzott tanulas esetén a tanuldshoz hasznalt adathalmaz Osszetart6zé bemenet-
kimenet parokbol all, és a rendszer feladata ezek alapjan a bemenet — kimenet fliggvény
minél pontosabb kozelitése.

Nemellen6rzott tanulasnal a kimenetek (cimkék, kivant valaszok) nem adottak, a gép
feladata a bemeneti adatok kozotti kapcsolatok felfedezése (pl. csoportok felismerése).

A kettd kozotti a félig ellendrzott tanulas: az adatok kis része az ellenérzott tanuldshoz
megfelel§, a tobbi azonban nem cimkézett. A sok cimkézetlen adat is felhasznalhato a
kozelitendd leképezés becslésének javitasahoz.

Analitikus tanulés esetén a kapott adatokbdl matematikailag szamitjuk ki, hogyan kelle-
ne miikodnie a rendszernek. Ez a tanulési tipus olyan szempontbél kivételnek szamit, hogy
nem igényli tobb iteracié futtatésat, egyetlen 1épésben megkapjuk az eredményt.

A dolgozatban bemutatott modszerek mind az ellenérzott tanulas kategoriaja ala tar-

toznak, ezért ezt bévebben is kifejtjik.

2.1. EllendSrzott tanulas

Ellen6rzott tanulas esetén tehat olyan adatokat kap a tanul6é rendszer, amelynél a min-

tapontok Osszetartozé bemenet-kimenet parok. Ezeket hasznalja arra, hogy olyan para-
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métereket allitson be minél optimalisabban, amelyek meghatérozzak a tanitott rendszer
miikddését, vagyis azt, hogy milyen bemeneteket milyen kimenetekre képezzen.

Ezt ugy is felfoghatjuk, hogy van egy rendszer, aminek a miikodését kizeliteni szeretnénk,
és ami egy x — g(x) leképezést valosit meg. Ezt a g fiiggvényt nem ismerjiik, csak az {z;, d;}
mintapont-halmazt (mintakészletet), ahol d; = g¢(z;), z; pedig altalaban tobbdimenzios
vektor, azaz tobb tulajdonsidga van a bemeneteknek (de egy probléma esetén tipikusan
minden i-re azonos a tulajdonsagok szama).

A tanulo rendszer leképezését f-fel jeloljiik. Tartozik hozza egy w paramétervektor,
ami meghatarozza, hogy adott bemenethez milyen kimenetet rendel. Ez a tanulés iteraciéi
soran valtozhat. Igy a rendszer az f(z;w) leképezést valositja meg, és az a célunk, hogy
w-t Ggy modositsuk a tanulas soran, hogy a kapott w*-gal az f(z; w*) fiiggvény minél jobb
kozelitése legyen a modellezendd rendszer g(z) leképezésének.

Ezt a tanit6 mintakészletet felhasznalva tudjuk elérni: az egyes iteracidkban az y; =
f(z;; w) valaszoknak a d; kivant valaszoktol valo eltérését hasznaljuk arra, hogy eldontstik,
hogyan modositjuk a w paramétervektort a kovetkezd iteraciora. A tanuld eljaras végére

kapjuk a valamilyen szempontbél optimalis w* paramétervektort.

2.1.1. Osztalyozas

Osztalyozasi problémarol akkor beszéliink, ha a lehetséges kimenetek halmaza véges, egyéb-
ként regresszio a feladat. A dolgozatban csak az el6bbivel foglalkozunk. Az osztalyozas
binéris, ha a kimenetek csak kétféle értéket vehetnek fel (altalaban {0,1} vagy {+1,—1}).

Tekinthetnénk tébbdimenzios kimeneteket is, de ha a kimeneti vektornak n koordinataja
van, és a koordinatak értelmezési tartoméanya k elemd, akkor egy £" méretd halmazon

értelmezett egyetlen kimeneti valtozéval is ugyanazok az értékek fejezhetdk ki.

2.1.2. Mindsités

Valamilyen moédon meg kell hatarozni, hogy mi alapjan tekintiink egy kozelitést jonak
vagy rossznak. Ehhez egy L(g(x), f(z;w)) kéltségfigguényt definidlunk, ami tehat a tanulo
rendszer altal adott f kozelitéstdl és a kivant g(z) valasztol is fiigg. Gyakran példaul a
rendszer altal adott és az elvart valasz kiilonbsége, azaz a kozelités hibdja hasznalatos
koltségfiiggvényként: e(z, w) = |g(z) — f(z;w)|.

Ezt azonban csak a megadott mintapontokra tudjuk kiszdmolni, Gj bemenetekre ez alap-
jan semmit nem mondhatunk. Pedig kardinalis kérdés, hogy a rendszer jol tudjon altalano-
sitani, azaz akkor sem lehetiink elégedettek, ha minden tanité mintapontot jol osztélyoz;
az is szilikséges, hogy a mintak alapjan egy olyan modellt allitson el§, amely a hasonlé, Gj
adatokra is jol miikodik [Vap95|. Hasonlo alatt azt értjik, hogy a tanité6 mintak és az 1j
adatok is egyazon val6szintiségi eloszlasbol valé mintavételezéssel szarmaztathatéok — csak
az 1j adatoknal nem ismerjiik a kimeneti részt.

Ha sok paraméteriink van (|w| sszemérhetd a tanitoé mintakészlet méretével), akkor az f
fliggvény nagyon sokféle lehet, ezért viszonylag konnyen kivitelezhetd, hogy szinte minden

tanitd6 mintapontot jol osztalyozzon. Azonban ezt Ugy is elérheti, hogy a paraméterekben
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azt tarolja, hogy melyik pontnak mi az osztalya. Igy viszont egy 4j pontot nem fog tudni
elég nagy valoszintiséggel jol osztalyozni. Ezt a jelenséget nevezik tulilleszkedésnek (overfitt-
ing). Azt a problémét, hogy egyrészt a mintapontokra elég jol illeszkedjen a fliggvényiink,
masrészt a paraméterek szamat tartsuk kordaban (ezzel biztositva az altalanositoképessé-
get), nevezik torzitds-variancia dilemmdnak [BBOS|.

Segitene a probléma megoldasaban, ha olyan ,,4j” bemeneten is kiértékelhetnénk a ta-
nulas eredményeként kapott fliggvényt, amelyet nem hasznéltunk fel a tanitashoz. Erre
az a bevett modszer, hogy a kapott adatokat, azaz a mintapontok halmazat tobb részre
bontjuk:

e Tanitdé mintakészlet: amit a tanitasra kozvetleniil felhasznalunk

e Validacios (kiértékel) mintakészlet: ezt még a tanitas folyamata alatt arra hasznal-
hatjuk, hogy értékeljiik, éppen mennyire el6rehaladott a tanulas (kézvetve része a

tanitasnak)

o Tesztkészlet (mindsits készlet): amit nem hasznalunk fel a tanitasi folyamat soran,

azt a végss értékelésre, az altaldnositoképesség becslésére hasznaljuk

Elég sok mintapont esetén ez nem okoz gondot. Kevés pont esetén a kereszt-kiértékelés
jelenthet megoldast: a mintapontokat felbontjuk k& db diszjunkt részhalmazra, és k — 1 db
részhalmaz pontjait tanitasra hasznaljuk, a maradékot pedig validaciéra. Ezt k-szor végez-

ziik el agy, hogy minden részhalmaz legyen egyszer validaciéra hasznalva.

AUC

Amikor egy binaris osztalyozé algoritmust mindsitiink, kézenfekvének tiinik azt figyelni,
hogy a tesztkészlet mintainak mekkora hanyadat osztélyozta jol. Azonban az osztalyozas
valamilyen kiiszobérték alapjan torténik: ha a vizsgalt érték kisebb néla, akkor az egyik,
egyébként a masik osztalyba sorolodik a minta. Igy el6fordulhat, hogy a kiiszobérték kis
mértékd modositasa jelentés mennyiségi minta atsorolédasat eredményezi. Ezért célsze-
riibb lehet egy kiiszobértéktdl fiiggetlen jellemz6t valasztani a mindsitésre. Ilyenkor csak
azt figyeljik, hogy a vizsgalt érték alapjan sorbarendezve a mintakat mennyire Kkeriilnek
egymas mellé az egyes osztalyok mintéi.

Ilyen jellemz6 példaul az AUC, ami a ROC-gorbe (Receiver Operating Characteristic
curve) alatti teriilet nagysaga (2.1. abra). A ROC-gorbe azt mutatja meg, hogy a kiiszob-
érték valtozasaval hogyan valtozik a helyesen pozitivnak jelzett mintédk aranya az Gsszes
pozitiv (TPR — True Positive Rate), valamint a tévesen pozitivnak jelzett mintak arénya
az Osszes negativ minta kozott (FPR — False Positive Rate). Ezért a ROC-gorbe monoton
nd; 0-bol indul, mert kezdetben nagyon magas a kiiszob, és igy minden mintét negativnak
jelez az osztalyozo; végiil pedig 1-be érkezik, mivel ekkor az alacsony kiiszob miatt mar az
Osszes mintat pozitivnak prediktalja.

Az AUC (Area Under the ROC Curve) tehat a ROC-gorbe alatti teriilet nagysaga.
Legrosszabb esetben 1/2 az értéke, azaz a ROC-gorbe nagyjabol az y = x fiiggvénynek

feleltethet6 meg. Ekkor ugyanis ahogy a kiiszob csokkentésével egy-egy 1j minta keriil a
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pozitivan osztalyozottak kozé, az azonos eséllyel (felvaltva) lesz valojaban pozitiv illetve
negativ. A legjobb esetben az AUC értéke 1 (vagy 0: ekkor a két osztalyt felcserélve mar
1-et kapunk), ami annak felel meg, hogy a TPR mar FPR = 0-nal 1-re ugrik. Azaz ahogy
egyre tobb elemet osztalyozunk pozitivnak, azok mind valéban pozitivak egészen addig,
amig el nem érjiik a pozitiv és a negativ mintak kozotti kiiszobot. Azonban a TPR ezutan

is 1 marad, az FPR pedig 1-re ugrik.

1

TP Rate

o

0 FP Rate 1

2.1. abra. A ROC-gérbe és az AUC
(az eredeti kép forrdsa [Goo])

2.2. Néhany gyakori gépi tanulé médszer

Gépi tanulasrdl leginkdbb az 1950-es évek ota beszélhetiink, azodta rengeteg, valtozatos
modszer alakult ki a teriileten. Az egyik a dontési fa, amelyrdl az 5. fejezet szol. A teljesség

igénye nélkiil roviden emlitést tesziink még néhany tipusrol.

Mesterséges neuralis haloézatok

A mesterséges neurélis halozatok az els6k kozott jelentek meg, de napjainkban is a leg-
népszeriibb valtozatok kozé tartoznak. A bioldgiai neuralis halozatok adtak az alapotletet
hozzajuk: sok hasonld, egyszert épitGegységhdl, neuronbdl (a biologiaban az idegsejteket
nevezik igy) allnak, amelyek sokféleképpen kapcsolodhatnak egymashoz. Parhuzamos fel-
dolgozast tesznek lehetévé, és redundancia, valamint adaptivitas jellemzi Sket. Ezaltal sok-
féle probléma megoldésara alkalmasak, példaul kittinGen teljesitenek felismerési feladatok

esetén (mintak alapjan).

Mély tanulas

A mély tanulas (deep learning) leggyakrabban a mesterséges neuralis halozatok csoportjaba
tartozo sokrétegii halok alkalmazasat jelenti, de mas tobbrétegti modszerek is idetartoznak.
A neve onnan ered, hogy t6bb, egymaéssal kapcsolatban 4ll6 rétegbdl all: az egymast kévetd
rétegeknél az egyik kimenete a kovetkezd bemeneteként szolgal. Az egyes rétegek kiilonbozs

feladatokat végezhetnek, példaul eléfeldolgozast, jellemzSk kivonésat, detekcidt stb.
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Bayes-halok

Valoszintiségi valtozokat és ezek feltételes fliggdségeit iranyitott aciklikus grafként (DAG)
abrazolhatjuk. Az igy kapott valoszintiségi halot Bayes-halonak nevezziik, mivel a Bayes-
tétel segitségével tudunk benne Gsszefiiggéseket meghatarozni bizonyos feltételes valoszi-
niiségek ismeretében. Ha csak a Bayes-tételt hasznalnank, és minden kiszamolt feltételes
valoszintiséget eltarolndnk, akkor exponencidlisan tobb tarhelyet hasznélnank, mint ha a
hélé segitségét igénybe vessziik, ugyanis az utoébbi esetben tudjuk, hogy a valdszintiségi

valtozok koziil csak bizonyosak fliggnek egymastol.

Szupport vektor gépek

A szupport vektor gépek (SVM) a kernel gépek csoportjaba tartoznak. Alapvaltozatuk
linearis szeparalasra képes, de kiterjeszthetd nemlinearis szeparédlasra és regressziéra is.
El6nyiik, hogy olyan linedrisan szeparalhato feladat esetén, amelynek tobb jo6 megoldasa
is van, nemcsak egy tetszéleges megoldést adnak, hanem a legjobb, maximaélis margoji
megoldast. A megoldas komplexitasa korlatos marad, ami az tn. kernel triikk hatésa. Az
SVM-ek részletes bemutatasa nem célja a dolgozatnak, az érdeklédsknek ajanljuk [Alt06]
6. fejezetét.

Genetikus algoritmusok

A genetikus algoritmusok a biolégiai evolucios folyamathoz hasonlé moédon probélnak el-
jutni a legjobb megoldasokhoz. Minden iteraci6 bemenete egy populécio, azaz egyedek (po-
tencialis megoldéasok) egy halmaza. Ezekhez egy fitneszfiiggvény annak megfelelGen rendel
értéket, hogy mennyire ,,j¢” az adott megoldés. Ez alapjan kivilasztunk az egyedek koziil
néhanyat, akik a kovetkez$ generacio sziilei lesznek. A sziil6parok keresztezik a megoldé-
saikat, majd véletlenszertien mutacié torténik a kapott megoldasokon. A fitneszfiiggvény
alapjan dél el, hogy ki keriil a kévetkez6 populacidba a régi és az 4j egyedek koziil.
Megjegyezziik, hogy genetikus algoritmusokat altalaban akkor alkalmazunk, amikor a

klasszikus optimalizélas nem vezet eredményre.
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3. fejezet

Beagyazasi modszerek

Ebben a fejezetben az 1.3.2. alszekcioban leirt lehtitéses modell néhany altalanos beagyazé-
si modszerének ismertetése kovetkezik, amelyeket felhasznaltam a konkrét probléméakhoz.
Ezeket néhol példak is illusztraljak, amelyek segithetik a megértést.

A D-Wave kvantumszamitogépeinek programozasa a hagyoményos programozastol je-
lentGsen eltér. Példaul egy ilyen gépnek nincs memoriaja, és igy allapota sincs, valamint
a mikodése valoszintségi alapt, nem pedig determinisztikus [Dah13|. Olyan moédon kell
beletaplalni a problémat, hogy meg tudja oldani azt az energiaminimalizalasra torekedve.

Az energiaszintet lefr6 Hamilton-fiiggvény [RVOT15]:

N
H(s) = A(s)H; + B(s)Hp = A(s)H; + B(s) | — ZaiQi + Z bijqiq;
i=1 (i.J)€EC

Az egyenletben az s € [0, 1] az id6 mulasat jelzi. H; a kezdeti, Hp a végsé Hamilton-
figgvény. Az A(s), B(s) egylitthatok hatarozzak meg Hy illetve Hp sulyat a pillanatnyi
energiaszintben, A(0) = B(1) =1 és A(1) = B(0) = 0. A kvantumbitek (avagy a Kiméra
graf csucsainak) szama N, ezek koziil az i-ediket ¢; jeloli, aminek a stlya a;. A Kiméra graf
¢leinek halmaza Ec; az i-edik és a j-edik qubit kozotti él (4, j), aminek a stlya b;;.

Amikor egy potencialis megoldést kapunk, akkor a kvantumbitek mar klasszikusnak
tekinthetdk: bebillentek a 0 vagy az 1 allapotba. Ezért ¢; € {0,1} teljesiilni fog, azaz
osszesen 2V darab lehetség van. A cél, hogy ezek koziil a ,,jok” esetén kisebb legyen Hp

értéke, mint a kevésbé jok esetén.

3.1. Kozvetlen beagyazas

Kozvetlen beagyazas alatt azt értjiik, hogy a csiics- és élsilyokat direkt médon, a megoldan-
do probléméatol fiiggden hatarozzuk meg. A lehtitési folyamat végén kapott eredményekbdl
(tehat a minimalis energiaszinthez tartozé bitértékekbdl) valahogy ki kell deriilnie annak,
hogy mi is a megoldas, igy ezt kell kodolnunk a qubitekbe. A megoldandé probléma meg-
hataroz bizonyos kényszereket, amelyeknek mindenképp teljesiilni kell egy megoldéasban.
Ezeket is be kell taplalnunk a gépbe, erre hasznaljuk a silyokat.

A késébbiekben érdemes kiilonbséget tenni a logikai és a fizikai kvantumbitek és élek
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kozott. A fizikai qubitek és élek azok, amik a Kiméra grafban megjelennek mint csticsok,
illetve élek. Hp képletében fizikai kvantumbitekrdl van szd. Sok esetben nem elegendék a
Kiméra graf strukturajabol kovetkezs fokszémok a qubitekhez, ezért vezetjiik be a logikai
kvantumbitek fogalmét. Egy logikai kvantumbit t6bb fizikaibél allhat, amelyek értékeinek
meg kell egyezni. Ennek biztositasdhoz sziikséges, hogy az egy logikai qubitet alkoté csticsok
Osszefiiggs részgrafot alkossanak a Kiméra grafban. A logikai qubitek kozott futnak a logikai
élek. Egy logikai él megvalositasahoz elég, ha a két logikai qubit egy-egy fizikai kvantumbitje
kozott fut egy fizikai él.

A kovetkezs példa forrasa a D-Wave egyik hivatalos kiadvanya [Dah13].

A térképszinezés problémarol lesz szo. A feladat az, hogy az egyes teriileteket kiszinez-
ziik a lehetséges C' db szin egyikével tgy, hogy azok a teriiletek, amelyeknek van kozos
hatarszakaszuk (nem csak kiilonallo pontokban érintkeznek), kiilonb6z6 szint kapjanak.
A beagyazas tobb 1épésbdl fog allni: elGszor a teriiletek szinét kell elkddolnunk, majd a

szomszédos teriiletekre vonatkozé feltétel teljesiilését biztositjuk.

A szinek elkédolasa

Minden teriilethez tartozzon C' db logikai kvantumbit, amelyeket megfeleltetiink a szi-
neknek. (Azért nem lehet fizikai qubiteket hasznéalni, mert a kényszerek biztositasdhoz
szeretnénk, ha az egyes szinek kvantumbitjei teljes grafot alkotnanak. Ez fizikai qubitekkel
a Kiméra graf strukturdja miatt mar C' = 3 esetben sem lehetséges.) Az a logikai qubit
legyen 1, ami a teriilet szinének felel meg, a t6bbi legyen 0. Ezzel olyan kényszert kaptunk,
hogy néhany kvantumbit koziil egyszerre pontosan egy legyen 1. ElsSként a legkénnyebben
megérthets C' = 2 és C' = 3 eseteket nézziik, utana pedig az ezekbdl szerzett tapasztalatok
segitségével egy altalanos megoldast is adunk.

Két qubit (azaz két szin: C' = 2) esetén Hp-nek a most vizsgélt kényszerbol kovetkezd,
egy teriiletre vonatkozo része E = —(a1q1 +a2q2) +b12¢1 2 alaki lehet. Ebben az aj, as, bio
salyokat ugy kell megvélasztani, hogy az E fiiggvény értéke kisebb legyen g1 # o esetén,

mint egyébként. E értékei esetekre bontva:
e ha mindkét qubit 0, akkor £ = 0;
e ha az i-edik qubit (i € {1,2}) lesz 1, a masik 0, akkor E = —ay;
e ha mindkettd 1, akkor £ = —a; — as + byo.

Példaul az a3 = as = 1; big = 2 vélasztas esetén a ,,j6” megoldasok energiaszintje -1, a
,rosszaké” 0, tehat ez a paraméterezés megfelels.

A tovabbiak egyszeriisitése kedvéért mar most is megfogalmazhatjuk egy igényiinket.
Tobb kvantumbit esetén is az szamit j6 megoldasnak, ha pontosan egy olyan ¢ létezik,
amelyre ¢; = 1, a tobbi qubit értéke 0. Azt szeretnénk, hogy a kiilonb6z6 jo megoldésok
azonos eséllyel szerepeljenek. Mivel az esélyt az esetnek megfelel6 energiaszint hatérozza
meg, ami a j6 megoldasok esetén —a; lesz, ezért feltessziik, hogy a1 = as = -+ - = a. Hason-
loan, szimmetriaokok miatt (két kvantumbit felcserélésével ne valtozzon meg az eredmény)

legyen minden élsuly is azonos: bjg = bj3 =--- =b.
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C' = 3 esetén az idetartozo energia: F = —a(q1 + q2 + ¢2) + b(q192 + 193 + q243)-
e Ha minden qubit 0, akkor £ = 0;

e ha pontosan egy qubit 1, a tobbi 0, akkor F = —a;

e ha pontosan két qubit 1, a harmadik 0, akkor ¥ = —2a + b;

e ha mindhérom kvantumbit 1, akkor E = —3a + 3b.

Itt is megfelel§ paraméterezés az a = 1; b = 2: a j6 esetekre -1, a rosszakra 0 vagy 3 az
energiaszint. Konnyen latszik, hogy a szinek szamanak novelésével, azaz a C' > 4 esetben
is ugyanigy eljarva j6 megoldast kapunk az a = 1; b = 2 vélasztassal.

Most mér beagyazhatjuk a Kiméra grafba a teriiletek szineit: minden egyes teriilet fe-
leljen meg a Kiméra graf egy Ky 4 teljes paros részgrafjanak. A Ky 4 egy-egy sora (két-két
fizikai kvantumbit) feleljen meg az egyes szineknek. (A négyszin-tétel miatt négy szin min-
denképp elég egy térkép megfelel szinezéséhez.) Tehat itt tobb fizikai kvantumbit alkot
egy logikait, ezért biztositanunk kell, hogy ezek a fizikai qubitek ne lehessenek eltérd érté-
ktek. A fenti, .1 a 2-bdsl” mintajara azt latjuk, hogy az a; = as = —1; bjs = —2 valasztas
esetén, ha azonos a két qubit, akkor 0, ha kiillonbozd, akkor 1 a végs§ Hamilton-fiiggvény
értéke. Ez alapjan legyen egy-egy szin logikai kvantumbitjén belil a fizikai qubitek sulya
-1, az ezeket Gsszekots él sulya -2.

Maésrészt sziikséges, hogy egy-egy teriilet Ky 4 részgrafjan beliil a négybdl csak egy szin
legyen kivélasztva. A korabbiak alapjan az egyes szinek logikai kvantumbitjeinek silya 1,
a koztik futo logikai éleké 2. Ezeket egyenl§ ardanyban osztjuk szét a fizikai megfelelGik
kozott. A logikai qubitekhez két fizikai tartozik, ezért a fizikai kvantumbitek 1/2 sulyt
kapnak; és mivel két logikai qubit kozott mindig két fizikai él van, ezek stilya 1 lesz. Ha egy
fizikai qubit vagy él t6bb ok miatt is kap kiilonb6z6 stulyokat, akkor a Hamilton-fliggvény

linearitasa miatt ezek Osszegét kell venni.

British Columbia Alberta

3.1. Abra. Szomszédos teriiletek leképezése

A szomszédsagi kényszer

Az egyes teriiletek szineit mar beagyaztuk, most a szomszédsagi kényszert (a szomszédos

teriiletek nem lehetnek azonos szintiek) fogjuk elkodolni. Legyen két szomszédos teriiletnek

27



megfeleltetett K44 az A és a B. Ha példaul A-ban és B-ben a piros szin kvantumbitje
egyszerre 1, akkor az energiaszintnek emelkednie kell. Ha azonban mindkét helyen 0, vagy
az egyiken 0, a masikon 1 a qubit értéke, akkor ne valtozzon a Hp értéke. A korabbi, ,1
a 2-bdl” mintéjara latjuk, hogy a1 = a2 = 0; bjo = 1 j6 paraméterezés: a mindkét qubit 0
és a pontosan egy qubit 0 esetben is 0 az ehhez a kényszerhez tartozé energiaszint, de a
mindkét qubit 1 esetet biintetjiik, ekkor 1-gyel né a Hp értéke.

Ennek megvaldsitasdhoz két szomszédos teriilet azonos szint jelképezé logikai kvantum-
bitjeit 6sszekotd élre van sziikség. A 3.1. abréan ivvel jelolve lathatok ezek. Elegendd tehat
ezek silyat 1-re allitani az azonos szind szomszédok biintetéséhez.

Még egy problémaéaval szembesiilhetiink: a fent leirt leképezéssel a Kiméra graf strukta-
rdja miatt minden teriiletnek legfeljebb 4 szomszédja lehet, és harom teriilet nem lehet
paronként szomszédos egymassal. Ebben segit a teriiletek ,klonozéasa’: egy teriiletnek tobb
K4 4-et feleltetiink meg. Ez a tobb fizikai kvantumbitbdl all6 logikai qubitekkel teljesen ana-
l6g moédon miikédik, annak megfelelGen kell beallitani a silyokat. Példaként lassuk Kanada
térképét (3.2. abra), és annak leképezését (3.3. abra). Az utobbin egy cella egy K4 4-nek

felel meg, és a teriiletek nevét a postai kddokkal roviditették.

Prince
Edward
# Island

New  Scotia

ial boundary

scale
0 250 500 750 1000km
apital L n L ! 1

3.2. abra. Kanada 13 teriiletegysége
(forrds: [Wikb])

01 2 3 4

NL | ON | MB | SK | AB

PE | QC | NU | NT | AB

N H O

NB NS NT BC

3 YT | BC

3.3. dbra. Kanada térképének leképezése
(forrds: [Dahl13] Figure 5)

28



Ezek alapjan a 3.1. dbranak megfelels (tehat klonozas nélkiili) esetben a sulyok alaku-

lasa:
e a fizikai kvantumbitek esetén a sulyok (kényszerek szerinti bontasban):

— egy szin logikai qubitjén beliil megegyezd értékd kvantumbitek legyenek: -1;

— egy teriilet Ky 4-én beliil csak egy szin legyen aktiv: 1/2;

a szomszédsagi kényszer miatt: 0;

— — a Hamilton-fliggvény linearitasa miatt ezek 6sszegét kell venni, ami -1/2;
e a fizikai élek esetén a sulyok (az élek helyzete szerinti bontasban):

— egy szin két fizikai qubitjét 6sszekots él: -2;
— egy Ky 4-en belill kiilonb6z6 szinek koézott futo él: 1;

— két szomszédos teriilet azonos szint reprezentaléd logikai qubitjei kozotti él: 1.

A D-Wave-nél az 512 kvantumbites szamitogépbe agyaztak a problémat. A C' = 2,3,4
értékekre futtattak, mindegyikre haromszor, és mindig ezer mintéval (azaz ezer darab — nem
feltétlentl kiilonb6zs — kvantumbit-konfiguréacio allt el a futas végére). Az eredményeket
mutatja a 3.1. tdblazat. Az értékpérok elsd tagja a kényszereknek megfelels jo megoldésok
szama, a méasodik pedig a kapott kiilonb6z6 eredmények szdma. Lathato, hogy Kanada
térképét két szinnel még nem, de harommal vagy tobbel mar sikeriilt kiszinezni. Ez megfelel

a valosagnak, legkevesebb harom szin kell a szinezéshez.

A szinek szama (C') ‘ Megfelels szinezések /kiilonb6z6 mintak

2 0/37, 0/45, 0/34
3 252/417, 228/371, 258/393
4 837/978, 812/947, 801 /955

3.1. tablazat. A futtatdsok eredménye
(az adatok forrdsa: [Dah13] Table 3)

3.2. QUBO

A QUBO probléma (Quadratic Unconstrained Binary Optimization problem) a méasodfo-
ki, kényszer nélkiili, binaris optimalizalasi probléma angol réviditése. Lényege, hogy olyan
masodfoku kifejezést akarunk minimalizalni, aminek a valtozoi a {0, 1} halmazbol vehetnek
fel értéket. A QUBO egy NP-nehéz probléma [Wikd|. Lattuk, hogy a Hamilton-fiiggvény
éppen a (végsd soron binaris) kvantumbitek masodfoku fiiggvénye, és az értékét minima-
liz&lni szeretnénk. Tehat az energiaszint minimalizalésa, és igy a kvantumszamitogépnek
adott probléma megoldasa QUBO problémaként kezelhets. A fejezet tovabbi részének a 6
forrasa [RVO™15].

Az ilyen médon torténd bedgyazasnak két 1épése van: a probléma leképezése QUBO-ra

(mapping); és a beagyazas a hardverbe (embedding). A QUBO-bdl torténd beagyazashoz
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hasznalhatd a D-Wave heurisztikus bedgyazd szoftvere, igy ezzel a 1épéssel itt nem foglal-
kozunk.

A leképezésre tobb modszer létezik. Vannak altalanosan hasznalhatok (pl. idGosztasos,
CNF megkozelités), ezek azonban eréforrasigényesek, és igy a jelenleg elérhetd gépeken csak
kis méretii problémak bedgyazasara alkalmasak. Masik lehet&ség, hogy minden problémara

kiilon-kiilon készitiink QUBO-t, ezt nevezziik kézvetlen leképezésnek.

3.2.1. IdGosztasos modszer

Lépésekre osztjuk a kezdeti- és a végs6 allapot kozotti intervallumot, és igy egyszerre
csak egy-egy kisebb véltozas torténik. Valamennyire tudjuk, minek kellene térténni, és ami
ezzel ellentétes, azt szankcionéljuk. Ezek lefrasara allapotvaltozokat és akcidkat hasznalunk,
amelyeket a kvantumbitekbe kodolunk. A biintetések Osszege adja az energiaszintet.
Példaul a kezdeti- vagy a végallapotban ismeriink bizonyos feltételeket, amelyeknek tel-
jestilni kell az allapotvaltozokra, és ha a qubitek kozott van, ami ennek ellentmond, akkor
biintetésként noveljiik az energiaszintet. Hasonloképpen, ha egy akcié végrehajtasa utani
allapotban egy kvantumbit értéke eltér az akcié el6ttitsl, pedig az akciobol nem kovetke-
zett volna a megvéltozasa, azt is biintetjiik. Valamint az akcidknak lehetnek el&feltételei,

és keriilendd, hogy tgy hajtsuk végre azt, hogy ezek nem teljesiilnek.

3.2.2. CNF megkozelités

A CNF, azaz konjunktiv normalforma olyan logikai formula, amelyben a binaris valtozok
és negaltjaik vagy kapcsolatai szerepelnek zardjelekben, és ezek kozott é€s kapcsolat van.
Ha minden zardjelen beliil k£ db valtozo van, akkor k-CNF kifejezésrdl beszéliink. Elérhetsk
olyan szoftverek (pl. SATPLAN), amelyek elvégzik probléméak CNF-ként valé megfogalma-
zasat, igy abbol indulunk ki, hogy a megoldandé probléma CNF-ben adott.

A CNF-bdl elgszor PUBO-t gyartunk, ami ugyanaz, mint a QUBO, kivéve, hogy tetszs-
leges foku lehet (a P betd a polinom széra utal). Ezt ugy érjiik el, hogy a CNF minden
zardjelben 1éve kifejezésének egy szorzat felel meg. Ebben a ponalt valtozok helyett 1-nek
és a megfeleld kvantumbit értékének a kiilonbsége szerepel, a negélt valtozok helyett pedig
a megfelels qubit értéke. Igy példaul a V —b V —¢ V d megfelel6je (1 — a)be(l — d) lesz.
Lathato, hogy a kapott kifejezés pontosan akkor lesz 0, ha a neki megfelels logikai kifejezés
igaz, egyébként pozitiv az értéke.

Ahhoz, hogy az igy elgallo PUBO-bol QUBO-t kapjunk, még a fokszamot kell cstkken-
teni. Az erre hasznalhato egyik algoritmus lényege, hogy a szorzatokban leggyakrabban
eléforduld qubitparokat egyetlen, 4j kvantumbittel helyettesitjiik. Sziikséges bevezetni egy
biintets tagot, ami azt biztositja, hogy az Gj qubit értéke pontosan akkor 1, amikor az
eredeti kifejezés is. Ezt addig ismételgetjiik, amig a kapott kifejezés mar csak masodfoku.

Erre egy lehetdség a kovetkezs: tegyiik fel, hogy egy yzw taghban az yz tényezét ki-
cseréljiik az 1j, x valtozora. Ekkor elvarjuk, hogy x pontosan akkor legyen 1, ha y és z
is 1, egyébként 0 legyen. Ehhez biintets tagnak megfelel az z(3 — 2y — 2z) + yz, amit
értéktablazattal (3.2. tablazat) ellendrizhetiink.
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3.2. tablazat. A biintetd tag megfeleldségének ellenérzése

Lathatjuk, hogy a biintet6 tag pontosan akkor 0, amikor x = yz, egyébként pozitiv, azaz
val6ban biztositja, hogy az 0j valtozo értéke ugyanaz legyen, mint az eredeti két véltozo
szorzata. Tehat az yzw harmadfoku tag helyett irhatjuk az zw + x(3 — 2y — 22) + yz
masodfoku kifejezést.

Magasabb foku tagok esetén ugyanezt a lépést t6bbszor kell elvégezni, egyszerre mindig
csak eggyel csokken a fokszam. Tehét egy n-edfoku tag esetén n— 2 1épésre — és ugyanennyi

1j valtozoéra — van sziikség, hogy az eredmény masodfoku legyen.

3.2.3. Kozvetlen leképezés

A kozvetlen leképezés nem altalanos modszer, minden problémara mas és mas, ezért csak
példan keresztiil mutathato be. Ez a példa a Hamilton-ut keresés lesz (iranyitatlan graf-
ban).
Egy n csticst grafhoz vezessiink be n? db valtozot: x;j = 1 azt jelenti, hogy az 7 jeld cstics
a Hamilton-tton 1évg csticsok soraban a j-edik pozicioban szerepel (tgy is fogalmazhatunk,
hogy a csticsokat sorban latogatva az i csics j-edikként keriil sorra); i,j € {1,2,...,n}. Az
zi;-k logikai kvantumbitek, ugyanis a (szoftverrel torténd) beagyazas utan sokan lehetnek
hatassal egymasra, és igy a fizikai qubitek kozotti élek kevésnek bizonyulhatnak.
Harom kényszer van, amelyek megszegését biintetni kell.
1. Minden cstics pontosan egyszer van a Hamilton-titon.
Minden % csticsra 0sszegezziik, hogy hanyszor latogattuk meg. Ha ez nem egy, biin-
tetiink:

2
n

n
| (2o ) -
j=1

i=1

2. Egy pozicioban pontosan egy csics van (avagy egyszerre nem latogatunk meg egynél

tobb vagy kevesebb csiicsot).

Minden j poziciéra Osszegezziik, hogy hény cstcsot latogattunk meg ekkor. Ha ez

E((5))

3. Két, szomszédos pozicioban 1évE (egymas utan latogatott) cstucs kozott fut él.

nem egy, akkor biintetiink:

Minden j < n pillanatra 6sszegezziik azon esetek szdméat, hogy a k csics kévetkezik
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az i csucs utan (el6bbit a (j + 1)-edik, utébbit a j. poziciéban latogattuk meg), de

nincs kozotiik él a grafban:

n—1

i=1ik:(i,k)¢E

<

Latjuk, hogy valoban masodfokia (QUBO) kifejezéseket kaptunk. Ennek a harom kife-
jezésnek az Osszege lesz a QUBO probléma, amit a megfelel§ szoftverrel mar be tudunk

adgyazni a D-Wave kvantumszamitégépeibe.

3.3. Utemezési tipusii problémak

A szekci6 forrasa [RVOT15]. Az an. iitemezési problémék lényege az, hogy az egyes részfel-
adatok kozott szétosztjuk a felhasznaland6 eréforrasokat, és iddszeleteket rendeliink hoz-
zajuk. Azon feladatok, amelyek ugyanazt az eréforrést hasznéljak, nem futhatnak egyazon
idGszeletben. Mindekozben teljestilnie kell bizonyos megszoritd feltételeknek. Ezek alap-
jan az litemezési problémak egy része megfeleltethets grafszinezési probléméanak. A graf
cstcsal a feladatok, az azonos eréforrést hasznalé feladatok kozott él fut, eltérd szinek je-
16lik a kiilonboz6 idészeleteket. Igy a kromatikus szam lesz az sszes feladat elvégzéséhez
minimalisan sziikséges idGszeletek szdma.

Példaul a grafszinezési probléma a kovetkezGképpen fogalmazhat6é meg litemezési problé-
maként. Adott az iranyitatlan, n csticst G graf, amelynek cstcsait k& db szinnel szeretnénk

kiszinezni. Feleltessiink meg minden v csticsnak néhany logikai kvantumbitet:
e k db akcid, amelyeket af-vel jeloliink, jelentése: a v csiicsot ¢ szintire szinezziik;
e cgy sy allapotvaltozo, ami azt jeloli, hogy kiszineztiik-e mar v-t;
o k db s allapotvaltozo, ami azt jeloli, hogy a v cstcs c szint-e.

Jeloljiik C'(v)-vel azon csiucsok halmazat, amelyek a bemeneti grafban szomszédosak
v vel. Minden a§ akcionak |C(v)| + 1 elofeltétele van: egyrészt a v cstics még ne legyen

kiszinezve, azaz sy legyen hamis; méasrészt v szomszédai kozott ne legyen c¢ szint, azaz

Vu; € C(v) esetén 5 legyen hamis. Minden akcionak van két kovetkezménye is: s7 és s§

igaz lesz.

g

A kezdeti allapotban minden v-re és minden c-re sy és s

az Osszes cstics ki kell legyen szinezve, azaz minden v-re s} igaz. Egy végrehajtas — azaz

is hamis. A végs6 allapotban

a bemeneti graf kiszinezése — n db akci6 sorozatabol all, ahol minden akcié egy-egy cstcs
kiszinezését jelenti.

Az altalanos modszerekkel viszonylag kdnnyen elvégezhets az iitemezési problémak leké-
pezése QUBO-ra, ezért, ha egy feladatot meg tudunk fogalmazni litemezési problémaként,
akkor méar tekinthetjiik ugy, hogy sikeriilt leképezni — és igy a D-Wave megfelel§ szoftve-

rének segitségével bedgyazni is.
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3.4. Teljes graf beagyazasa

Sok esetben nagyon kényelmessé teszi a bedgyazast, ha barmely két logikai csics kbzott van
él, azaz ha mindegyik qubit értéke hatassal lehet a tobbire. Ez a Kiméra grafban a fizikai
qubitek kozott sajnos nem teljesiil, de ha a megfelel§ fizikai kvantumbitekkel valositjuk
meg a logikaiakat, akkor mar elérhetjiik a célt. A szekcio forrasa [KSH12].

A Kiméra graffal azonos szerkezetd, de altalanosabb grafba fogunk agyazni. Legyen ez
a graf Ky 4-ek helyett K. grafokbol all6 racs. Egy m x m-es racsba az itt kovetkezd
modszerrel be tudunk agyazni egy em + 1 csicsu teljes grafot (azaz Kepq1-€t). A fejezet
tovabbi részében a teljes graf csicsaira hasznéljuk a csics elnevezést, mig a Kiméra graf
csticsaira qubitekként hivatkozunk — ezek ebben az esetben a fizikai qubitek, mig a logikai
kvantumbitek megfelelnek a teljes graf csicsainak.

Az 1x1-esracsba (m = 1 eset), azaz az egyetlen K, -bdl all6 gratba agyazashoz legyenek
a logikai qubitek a K. sorai (mint a kozvetlen beadgyazasnal a szinek kodolasanal lattuk),
kivéve az utols6 sort, ahol mindkét qubit feleljen megy egy-egy 1j logikai kvantumbitnek
(azaz csticsnak). Igy ¢+ 1 db csticsot kaptunk, és valoban barmely kett6 kozott fut él, azaz

a K1 bedgyazasat végeztiik el.
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0
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3.4. abra. Kir bedgyazdsa 4 x 4-es rdcsba
(forrds: [KSH12] Fig. 6.(b))
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Ha ¢+ 1-nél t6bb csticsu teljes grafot szeretnénk bedgyazni, akkor a tovabbi lépésekben
eggyel noveljiik a racs méretét mindkét irdnyban, mondjuk jobbra és lefelé. Ekkor az j
jobb als6 sarokban 1év6 K. . egyes sorainak qubitpérjai azonos logikai qubithez fognak
tartozni, de minden sor mésikhoz, és mindegyik a bedgyazando teljes graf olyan cstcsahoz,
amely az el6z6 méreti racsban még nem szerepelt (igy ¢ db 0j csucsot agyazunk be). A
bévitéssel kapott tobbi K. . fizikai kvantumbitjei annak a beagyazandé csticsnak a logikai
qubitjéhez fognak tartozni, amelyikhez kozvetlen él koti Gket. Igy néggyel tobb csticsi
teljes graf bedgyazasahoz egy 1j sor és oszlop sziikséges, azaz a sziikséges qubitek szama
négyzetesen né a bedgyazandoé teljes graf méretével. Mindezt szemlélteti a 3.4 abra, ahol
a teljes graf egyes csuicsainak megfeleltetett fizikai kvantumbitek (azaz az egyazon logikai

qubithez tartozo fizikai qubitek) kaptak azonos szint.
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4. fejezet

Néhany probléma beagyazasa

Ebben a részben keriil sor az altalam kigondolt bedgyazasok ismertetésére. Maximalis mé-
retd teljes részgraf, maximalis méreti teljes paros részgraf és minimalis méretd dominans
halmaz keresésével foglalkoztam. Ezen kiviil irtam egy egyszert programot, amellyel a

kozvetlen bedgyazast lehet szimulalni — errdl is lesz sz6.

4.1. MAXKLIKK

A MAXKLIKK annak a grafelméleti probléménak a jelolése, amelyben egy bemeneti G
grafban a legnagyobb el&fordulo teljes részgraf (klikk) mérete a kérdés. Ennek az eldontési
valtozataban G mellett egy k paraméter is adott, és az a kérdés, hogy van-e a grafban k
méretd klikk. A probléma kozismerten NP-teljes. Bar a bedgyazast mar kordbban megol-

dottak, én ettdl fliggetleniil jutottam az alabbiakra.

Ko6zvetlen beagyazassal

Egy n cstcsa G graf esetén az n csicsu teljes grafot agyazzuk be (a 3.4. szekcioban tér-
gyalt médon) — de csak G komplementerének (G) éleit fogjuk hasznilni. G csiicsainak
sulyai viszonylag kis abszolut értékd pozitiv szamok legyenek, pl. mindegyik legyen 1.
(Mivel pozitivak, a Hamilton-fiiggvényhez negativ értéket fognak adni, hiszen abban a csi-
csokra vonatkozo stlydsszeg el6tt negativ elGjel szerepel.) G éleinek stilya legyen valamivel
nagyobb abszolut értéki pozitiv szam, pl. 3; G éleinek silya pedig 0.

A graf csucsainak illetve éleinek silyai rendre logikai qubitek és logikai élek sulyai lesznek.
Ezeket a kivetkezd modon osztjuk szét a fizikai megfelel6k kozott: egy logikai qubit sulyat a
fizikai kvantumbitjei kozott egyenlGen osztjuk szét; egy logikai él fizikai megfelelsi koziil egy
megkapja a teljes logikai sulyt, a tobbi 0 stlyt lesz. (Az eredményen nem valtoztatna, ha a
logikai élek sulyat is szétosztanank a hozzé tartozo fizikaiak kozott.) A fizikai kvantumbitek
értéke 1, ha bevessziik a maximaélis klikkbe a graf megfelels csicsat, és 0, ha nem. Azt, hogy
egy logikai qubiten beliil a fizikai kvantumbitek azonos értéktiek legyenek, a 3.1. szekcioban
latottak alapjan biztosithatjuk.

Ez valéban megfelel6 bedgyazas, mert egyrészt ha nem klikket véilasztunk ki, az nem

lehet optimalis. Ugyanis ha van olyan cstcs a kivalasztottak kozott, ami nincs 0sszekotve
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az Osszes tobbi kivalasztottal, akkor ennek a csticsnak az elhagyasaval alacsonyabb ener-
giaszint® allapotba jutnank. Hiszen a legalabb egy darab G-beli ¢l torlése miatt legalabb
3-mal csokken az energia szintje, a csics torlése miatt pedig csak 1-gyel ng, més olyan
valtozas pedig nem torténik, ami valtoztatna az energiaszinten.

Masrészt ha egy kisebb klikket valasztanank ki, mint a maximalis, akkor kevesebb érték
Osszege lesz a kivalasztott csucssulyok Osszege. A kivalasztott cstucsok kozott pedig ebben
az esetben csak G-beli élek vannak, amelyek silya 0, igy ezek nem valtoztatjak az ener-
giat. Mivel a csicssiilyok Osszege negativ elGjellel szamit, nagyobb energiaszinti allapotot
eredményez, ha a maximalis klikk helyett egy kisebbet valasztunk ki.

A felhasznalt fizikai qubitek szama a teljes graf beagyazas miatt a bemeneti graf cstcs-
szamaval négyzetesen ng. A kvantumszamitogépen vald futtataskor azt figyeljik, hogy a
kimeneti mintak kozott van-e olyan, amelyikben a vizsgalt grafnak az 1 értékd fizikai qu-

bitekhez tartozo cstucsai legalabb k méreti teljes grafot alkotnak.

Utemezési problémaként

A G graf minden egyes cstucsahoz tartozik két allapotvaltozo: bevessziik-e a klikkbe (x;),
bevehets-e oda (y;); és egy akcio is: hogy bevessziik a klikkbe. Kezdetben minden i-re
x; =0, és y; = 1. Ahhoz, hogy az i. cstuicsot bevegyiik, két feltételnek kell teljesiilnie: még
ne legyen bevéve (z; = 0), és legyen bevehets (y; = 1). A bevétel kovetkezménye, hogy
az i. csics bekeriilt a klikkbe, és méar nem vehets be (x; = 1; y; = 0). Tovabba azok a
cstcsok, amelyek nem szomszédosak az i. csiccsal, mar nem vehetSk be, formalisan: ha
(i,7) € E(G), akkor mostantol y; = 0 kell legyen.

Igy valoban mindig teljes grafot alkotnak a bevett cstcsok és a koztitk futod élek. A
maximélis klikk pedig nyilvan elérhetd, ha az ehhez tartozoé cstucsokat vessziik be. A logikai
kvantumbitek (allapotvaltozok és akciok) szama linearisan né a probléma méretével, de az
ezek kozotti kapcsolatok biztositasa érdekében a fizikai qubitekre képezéshez sziikség lehet
teljes graf beagyazasara, és igy a fizikai kvantumbitek szama mér négyzetesen valtozhat.

(De ha nincs sziikség sok kapcsolatra a logikai qubitek kozott, akkor kevesebbet igényelhet.)

QUBO kozvetlen leképezéssel

Két, 0ssze nem kotott cstics egyszerre nem lehet egy klikkben, és ne maradjon bevehetd
csics a végére. Az ezeknek ellentmondé eseteket biintetjiik az energiaszint névelésével. A
(4.1) képletben az z;-k és az y;-k ugyanazt jelolik, mint az titemezési problémaként torténd

megfogalmazasnal.

Z Tix; + Z Yi (4.1)

(i,5)EE(Q) ieV(Q)

Az litemezési megfogalmazashoz hasonloan itt is négyzetesen fligghet a fizikai kvantum-

bitek szama a bemeneti graf méretétsl.
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4.2. Maximalis teljes paros részgraf

Teljes paros grafon, avagy biklikken olyan paros grafot értiik, amelynek minden olyan cstcs-
parja kozott fut él, amelynek tagjai koziil az egyik cstcs az egyik, a masik pedig a masik
cstcsosztalybol vald. Most azt a problémat vizsgaljuk, hogy egy bemenetként adott tetszs-
leges G grafban mekkora a legnagyobb méretii feszitett teljes paros részgraf. Azaz olyan
A és B diszjunkt részhalmazait keressiik a csucsoknak, amelyekre teljesiil, hogy minden
A-beli cstucs Ossze van kotve barmely B-belivel, de semelyik két A-beli, illetve semelyik
két B-beli cstucs kozott nincs él. Ennek a méretén a kivalasztott cstucsoknak az |A| + | B
elemszamat értjiikk. Ennek is az eldontési valtozatat tekintjiik: van-e G-nek olyan feszitett

teljes paros részgrafja, amelynek a mérete legalabb k. A probléma NP-teljes [YanT78|.

Utemezési problémaként

A tetszbleges G graf minden (i-edik) csticsahoz tartozik négy allapotvéltozo: benne van-e
B

a péaros részgraf egyik csicshalmazaban, A ban: :EiA, benne van-e a mésikban, B ben: z;’,
bevehetd-e A ba: y;-A, bevehet6-e B be: yiB . Két akcid is tartozik a csticsokhoz: bevétel A
ba: af‘, bevétel B-be: alB.

Kezdetben minden i-re 2! = 0; 22 = 0; y* = 1; y? = 1. Az af el6feltétele, hogy az .
cstics bevehets legyen A-ba (y#* = 1). Kovetkezményei, hogy mar be van véve (z! = 1),
méar nem vehetd be (yZA = 0), valamint az Osszes, még semelyik halmazba be nem vett, de
valamelyikbe még bevehet§ csticsra ellendrizni kell, hogy még mindig bevehets-e oda.

Egy cstcs (legyen ez a j.) pontosan akkor marad beveheté B-be az af‘ akcid utéan,
ha szomszédos az i. cstcesal, formalisan: ha (z;,7;) € FE(G), akkor mostantol yf =0
kell legyen. Egy cstcs pontosan akkor marad bevehet6 A-ba, ha nem szomszédos az i.
csticesal, formalisan: ha (x;, ;) € E(G), akkor ezenttl yf = 0 kell legyen. Az a? akciokkal
természetesen hasonlo a helyzet, csak az A-kat és a B-ket kell felcserélni egymaéssal.

Igy valoban csak olyan cstcs keriilhet be valamelyik halmazba, amely az adott halma-
zon beliil 1évS cstcsok koziil egyikkel sem szomszédos, és a masik halmaz cstcsai mind
szomszédosak vele, azaz végig biklikket alkotnak a bevett csticsok. Az is konnyen latszik,
hogy ezzel a modszerrel mindenképp elérhetd a maximalis méreti teljes paros részgraf az
ebben benne 1évs csticsok bevételével. A korabbiakhoz hasonlban itt is igaz, hogy a logikai

qubitek szdma linearisan, a fizikaiaké négyzetesen valtozik a probléma méretével.

QUBO kozvetlen leképezéssel

Ha két szomszédos cstucs egyazon cstucshalmazba keriilt, vagy ha két nemszomszédos cstcs
kiilonbo6z6 halmazba keriilt, azt biintetni kell. Valamint ne maradjon egyik halmazhoz
hozzaadhato cstics sem. Rendre ezt a harom feltételt irja le a (4.2) kifejezés harom tagja,

ahol a valtozok az iitemezési feladatként vald megoldasban ismertetetteknek felelnek meg.

Z (xij‘ + xfm]B) + Z (:cf‘xf + xin]A) + Z (yzA + yZB) (4.2)
(i,5)€E(G) (,7)€E(G) ieV(G)
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Ha nem feszitett részgraf a cél, akkor majdnem ugyanez az eredmény, csupan az A illetve
a B halmazon beliil futo6 élek biintetését (azaz az elsé tagot) kell elhagyni. Az korabbiakhoz
hasonldan itt is teljesiil, hogy a logikai qubitek szdma lineérisan, a fizikaiaké négyzetesen

valtozik a probléma méretével.

4.3. Dominans halmaz

A dominéns halmaz egy G graf csticsainak olyan D részhalmaza, amelyre igaz, hogy minden
olyan csucs, ami nincs benne D-ben, legalabb egy D-beli csticsnak szomszédja. Az ebbdl
szarmaz6 optimalizalasi probléma az, hogy hatarozzuk meg a legkisebb elemszamu ilyen
halmazt. Eldontési feladatként megfogalmazva: van-e legfeljebb k méret dominéns halmaz
G-ben. Ez is NP-teljes probléma [GJ79].

Utemezési problémaként

Az eddigiekhez képest forditva jarunk el: kezdetben a G graf minden csicsat vegyiik be
a dominéns halmazba, és majd kivesziink belGle néhanyat. Minden csiicshoz tartozik két
allapotvaltozo: benne van-e a dominans halmazban (x;), kiveheté-e onnan (y;); és egy akcio
is: kivétel a halmazbol.

Kezdetben tehat az 6sszes cstcs eleme a dominans halmaznak, és kivehets onnan: minden
i-re x; = 1, és y; = 1. Az 1. csucs kivételének eldfeltétele, hogy kivehetd legyen (y; = 1).
Kovetkezménye, hogy az i. csics mar nincs bevéve a dominans halmazba (x; = 0), és mar
nem is vehet6 ki (y; = 0). Ezen kiviil minden, ekkor még kivehetd (j.) csicsra ellendrizziik,
hogy még mindig kivehets-e: ha Z(zk@j)eE(G) xp = 0 (azaz a j. csucs egyik szomszédja
sincs mar bevéve a halmazba), akkor mar nem vehet6 ki, egyébként kivehet§ marad.

Igy valoban csak olyan csticsok keriilhetnek ki a halmazbol, amelyeknek még van szom-
szédja a bennmaradok kozott, azaz a bennmaradok mindvégig dominans halmazt alkotnak.
A legkisebb méretdi dominans halmazba nem tartozé cstucsok kivételével pedig nyilvan el-
érhets a minimaélis méretti dominans halmaz. A korabbiakhoz hasonloan itt is igaz, hogy

a logikai qubitek szama linedrisan, a fizikaiaké négyzetesen valtozik a probléma méretével.

QUBO a kozvetlen leképezéssel kapott PUBO-b61

Azt kell biintetni, ha van olyan csiics, ami nincs bevéve a dominans halmazba, és ugyanez
igaz az Osszes szomszédjara is. Ezen kiviil a végére ne maradjon kivehetd csics. A (4.3)

képletben az z;-k és az y;-k jelentése az iitemezési megoldasnél leirtaknak felel meg.

la—z) JT a-=zp)|+ D w (4.3)

i€V (G) (1,5)€E(G) 1€V (G)

Ez a kifejezés nem maéasodfoku, az els6 tagban ugyanis eggyel tobb kvantumbit szorzata
szerepel, mint ah&dny szomszédja van az i-edik cstcsnak — ez pedig ketténél joval tobb
is lehet. Tehat egy PUBO-t sikeriilt felirnunk. A CNF megkozelités (3.2.2.) alszekcioban

frtaknak megfelelGen ez mar QUBO-v4 alakithato.
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Megismételjiik, hogy a médszer lényege az, hogy egy-egy bitpart egy 1j valtozoval helyet-
tesitiink, és egy (masodfoku) biintets taggal biztositjuk, hogy az 0j valtozo értéke valoban
az eredeti kett§ szorzata legyen. Ezt addig ismételjiik, amig a kapott kifejezés mésodfoki
nem lesz.

Nézziik példaul az x1xox3 . . . x) tagot. ElGszor az x1x2 helyett vezessiik be az y; tényezét.
Igy az yiz3... 2 + y1(3 — 221 — 229) + w129 kifejezést kapjuk. A kovetkezs lépésben
az Yo = yirs tényezGt hasznaljuk a fokszadm tovabbi csOkkentésére. A kapott kifejezés:
YoTa ... T +y1(3 — 221 — 222) + w122 + Y2(3 — 2y1 — 223) + Y173

Ezt addig folytatjuk, amig végiil az alabbi masodfokt kifejezést nem kapjuk:

k—2
Yk—2Tk + Y1 (3 — 221 — 222) + 7172 + Z (Yi (3 = 2yi—1 — 2%i41) + Yi-1Tiv1) -
=2
Ezt minden, ketténél nagyobb fokszamu tagra elvégezziik, és igy az egész PUBO-t at-
alakithatjuk QUBO-ra. A sziikséges logikai qubitek szama fiigg a PUBO fokszaméatol, a
fizikaiak szama pedig legfeljebb ezek négyzetével lehet aranyos.

4.4. Beagyazast szimulal6é program

A Java nyelven irt szoftver' miikédése annyibol all, hogy a bitek sszes lehetséges értékére
megnézi az energiaértékeket, és ezek koziil a minimalisakhoz tartozé konfiguraciokat kiirja.
Epp ezért nagyobb bemenetekre rendkiviil lassavé valik — éppen az a kvantumszamitogépek
jelentGsége, hogy azok nem exponencialis futésidejtiek az ilyen problémék esetén, szemben
a klasszikus tarsaikkal.

A program bemenetként a bedgyazashoz hasznalt Kiméra graf méreteit és a sulyokat
varja el. Ezért leginkabb a kozvetlen bedgyazashoz hasznalhat6 segédeszkozként. Nem csak
a D-Wave-nél hasznalt Kiméra grafot lehet hasznalni, tetszéleges méretd teljes paros gré-
fokbol allhat, és ezek is tetsz6leges méretii racsot alkothatnak.

A programot kiprébaltam mindkét, a dolgozatban szerepld kozvetlen bedgyazéassal meg-
oldott problémaéara (térképszinezés és MAXKLIKK).

4.4.1. Térképszinezés

Az els6 kisérlet két szomszédos teriilet két szinnel szinezése volt. Ehhez egy 1 x 2-es, Ko
részgrafokbol allo racsba kell dgyazni. A kozvetlen beagyazasrol szolo (3.1.) szekcioban
irtaknak megfelel6en minden cstcs stlya -0,5; a K5 o-n beliil az egyes sorok két-két qubitjét
Osszekotd élek sulya -2; az Osszes tobbi él sulya pedig 1. A 4.1. 4brén az éleken azok sulya
feketével, a cstcsok mellett azok sorszéma kékkel, a siilyuk pedig alattuk zolddel szerepel.

A futéas eredménye: akkor lesz minimalis az energiaszint, ha a 2, 4, 5 és 7 sorszamu, vagy
akkor, ha az 1, 3, 6 és 8 sorszamu bitek értéke 1. Ez megfelel annak, amit varunk: akkor

és csak akkor a legalacsonyabb az energia szintje, ha a két teriilet kiillonb6z6 szint kap.

LA program kédja hasznalati atmutatéval és példabemenetekkel elérhets a kdvetkezs linken:
https://drive.google.com/open?id=0BwoN5CdvjrZKaWJ1TjNsTESmcOU
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-0,5 -0,5 -0,5 B -0,5

4.1. dbra. Térképszinezés 2 teriilettel, 2 szinnel

Harom szinre is kiprobaltam ugyanezt, ekkor hat esetben kapunk minimaélis energiaszin-
tet. Valdban, az els§ teriilet barmilyen szint lehet a 3 koziil, és ekkor a masodik szine mér
csak a maradék két szin egyike lehet. A kapott esetek tényleg a j6 megoldéasokat irjék le.

Olyan esetet is néztem, ahol nincs megoldas (harom, paronként szomszédos teriilet szi-
nezése két szinnel). Ekkor rengeteg (192 db) olyan kimenet volt, ahol minimalis az ener-
giaszint. Ha egyrdl ellendrizziik, hogy az nem megoldas, és feltételezziik, hogy az Osszes
minimélis energiaszinti allapot jo megoldas (ha van ilyen), akkor lathatjuk, hogy a fel-

adatnak nincs megoldasa.

4.4.2. MAXKLIKK

A MAXKLIKK probléma esetén elGszor egy hatesticsu graffal probalkoztam (4.2. dbra). Az
abran a graf élei a fekete szint élek, a piros szaggatottak a graf komplementerének élei. A
MAXKLIKK kézvetlen beagyazassal torténd megoldasanal (35. oldal) irtaknak megfelelen
a piros szaggatottal jelolt élek silya 3, a tobbié 0; a cstcsok silya pedig 1.

E D

4.2. Abra. A MAXKLIKK prébagrifja

A beagyazéashoz teljes graf beagyazast (3.4. szekcio) hasznalunk. A D-Wave Kimeéra
grafjabol hat csicsu teljes graf beagyazasahoz a korabban kifejtett modszerrel 2 x 2-es
racsra lenne sziikség. De én kihasznaltam, hogy a programban megadhatd a Kiméra graf
teljes paros részgrafjainak mérete. Igy egyetlen K5 5-be agyaztam a grafot: minden sor
megfelel egy-egy cstucsnak (logikai qubit), kivéve az also sort: itt mindkeét fizikai kvantumbit
egy 6nall6 logikai qubit, azaz a bemeneti graf egy csicsa. A 4.3. abran a qubitek mellett
kékkel a sorszamuk és zarojelben az eredeti, hatcsticsu graf (4.2. abra) neki megfelels
csucsédnak betdjele szerepel; alattuk zolddel pedig a qubitek sulya. A nulla sulya élek

nincsenek feltiintetve az abran, a nem nulla silyu élekre azok sulya van irva.
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4.3. abra. MAXKLIKK bedgyazdsa

A qubitek silya egyrészt a MAXLIKK probléma kozvetlen bedgyazésabol ered: a legtobb
fizikai qubit ebbdl kap 0,5 silyt, mivel a logikai kvantumbitek (csticsok) sulya 1, és ez két
fizikai kvantumbitbdl all. Kivétel az 1. és a 6. qubit, ezek 1-1 silyt kapnak. A stlyok masik
forrasa annak a kényszernek a biztositasa, hogy az egy logikai kvantumbithez tartozoé fizikai
qubitek értéke azonos legyen. Ez a kozvetlen beagyazasrol szolo (3.1.) szekcioban irtak
alapjan minden fizikai kvantumbitre, amelyik egy mésikkal alkot egy logikai qubitet, -1.
Igy az 1. és a 6. qubit stlya marad 1, a tobbié pedig 0,5 — 1 = —0, 5 lesz.

Az élek koziil a fekete folytonosak sulya az egy logikai qubiten beliili fizikai qubitek
konzisztenciajabol adodik: a 3.1. szekcidban irtak alapjan ez a stly -2. A piros szaggatott
¢élek a 4.2. abra piros éleinek felelnek meg. A bedgyazéas megtervezésénél (35. oldal) ugyanis
azt irtuk, hogy a logikai kvantumbitek kozott futd fizikai élek koziil egyetlen, tetszGleges
él kapja meg a teljes sulyt, a tobbi silya 0 lesz. Az eredményen nem valtoztatna, ha az
élsulyt is szétosztanank a fizikai élek kozott (pl. a 4. és 10. qubit kozotti 3 sulyu él helyett
egy 4. és 10. kozotti 1,5, és egy 5. és 9. kozotti 1,5 silya él lenne).

A program futésanak eredménye: az 1, 3, 4, 6, 8 és 9 vagy az 1, 2, 3, 4, 7, 8 és 9 bitek
legyenek 1 értékiiek. Azaz a BCEF vagy a BCDFE a megoldas: valoban ez a két K részgraf

van a bemeneti grafban, ennél nagyobb klikk pedig nincs.

4.4.3. Futasido

Mivel a szoftver minden lehetséges konfiguraciot ellendriz, a futésidét legféképp a kvan-
tumbitek szdma hatarozza meg. Kisérleteim alapjan egy 28 qubites térképszinezés még
egy perc alatt lefutott, de 32 qubites esetben fél 6ra sem volt elég a feladat elvégzéséhez.
Innen is latszik az exponenciélis futasidd, ami miatt ilyen problémak esetén szivesebben
fordulunk egy kvantumszamitoégéphez — vagy ha ilyen épp nincs kéznél, akkor valamilyen

klasszikus heurisztikus algoritmushoz.
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I1I. rész

Gépl tanulas Aramkori modellel
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5. fejezet
Dontési fak

A dontési fakat sok esetben dontési helyzetek modellezésére, dontéstamogatéasra hasznél-
jék. Ekkor a fa csomépontjaiban torténik az esetekre bontas: adott helyzetben a lehetséges
események vagy dontések szerint agazik tovabb a fa. Az események bekovetkezési valdszini-
ségét is érdemes felvenni a megfelels elagazashoz. A levelekben talalhaté végkimenetelekhez
tudjuk, hogy melyik mennyire hasznos a szadmunkra, és mar azt is kiszamithatjuk, hogy
milyen dontések esetén melyik mekkora eséllyel kovetkezik be. Igy segithetjiik a dontésho-
zatalt. Erre lathato egy példa az 5.1. abréan.

A fejezetben elGszor réviden vazoljuk a klasszikus dontési fakat, majd az ezekhez hasonld
modon leirhato kvantum dontési fakat egy 2014. évi cikk [LB14| alapjan. Az utols6 szekcio

néhéany, ezen kvantum dontési fak hasznélatat megkonnyits észrevételiinket tartalmazza.

Alaphelyzet

Olcsobb termék
vasarlasa
-150

Dragabb termék
vasarlasa
-200

Kis haszon

300

Nagy haszon
500

Kis haszon

300

Nagy haszon
500

Varhato nyereség: Varhato nyereség:

0,5-300+0,5- 500 — 150 = 250 0,3-300+0,7- 500 — 200 = 240

5.1. Abra. Egy egyszeri dintési fa
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5.1. Klasszikus valtozat

A dontési fak gépi tanulasi modszerként is hasznalhatok, ilyenkor osztalyozasra (vagy reg-
ressziora, de erre az esetre itt nem tériink ki) hasznaljuk azokat. Adott egy bemeneti minta:
tulajdonsagok vektora, amelynek egy-egy tulajdonsagarél kérdést tesziink fel a csomépon-
tokban, és a valasztol fliggs irdnyban megyiink tovabb egy csiicsba a fa kdvetkez6 szintjén.
A levelekhez tartozik egy-egy cimke (osztaly), ami az osztalyozas eredménye.

Ha el6irjuk, hogy minden csomoépontban kétfelé kell Agaznia a fanak, akkor binaris don-
tési farol beszéliink. A tovabbiakban az altaldnosabb valtozatrol lesz sz6, azaz az egyes

tulajdonsagok ellendrzésekor tetszélegesen sok irdanyba dgazhat a fa.

Fa épités

A kész fa hasznalata egyszerd, a fent irtaknak megfelelGen torténik. Gépi tanulési szem-
pontbol a feladat a dontési fa konstruédlasa a tanité mintapontok alapjan. Ahhoz hogy ezt
megtegyiik, meg kell hataroznunk, hogy az egyes csomépontokban melyik tulajdonsag sze-
rint és milyen agakra bontunk. Ehhez altalaban az informéacidelméleti entrdpia fogalmét
hasznaljak, mi is igy fogunk tenni (de pl. a CART algoritmus a Gini-index alapjan véalaszt
[BFOS83]). Az entropia kiszamitasa, ha N lehetdségiink van, amelyek valoszintiségei a p;
értékek (i€ {1,...,N}, és N pi = 1):

N
H(T) == pilog,pi.
=1

Esetiinkben azt a tulajdonsigot szeretnénk megtalalni, amely szerint a vizsgalt cso-
moépontot szétbontva az informéciényereség maximalis. Minden valaszthat6é tulajdonsag
minden potencidlis 4gdhoz tartozik egy ilyen H érték, ahol a p; értékek az adott 4gra el-
jutd mintak kozott az egyes osztalyokba tartozok aranyat jelentik, N pedig az ezen agra
eljuté mintak kozott el6forduld cimkék szama. Minden egyes tulajdonsagra silyozottan
Osszegezziik a hozza tartozo adgak entropiait, a stlyozas alapja az adott agra jutd elemek
szamaranya. Mivel az informacionyereségre vagyunk kivancsiak, ezt még ki kell vonni a
kiindulo allapot (tokéletes osztéalyozassal) entropiajabol. Igy minden tulajdonsdghoz meg-
kapjuk, hogy az alapjan szétbontva a mintakat mekkora informaciényereség érhetd el, és

ezek koziil a legnagyobbat érdemes valasztani.

5.2. Kvantum dontési fak

A feladat és az alapgondolat is azonos a klasszikus véltozatéval. A bemeneti vektorokhoz
szeretnénk a megfelels osztalyozasi cimkéket rendelni. A tanitohalmaz minden elemét azo-
nos tulajdonsagok irjék le, és ezeket mind, valamint a kimeneti cimkéket is ismerjiik. Egy
tulajdonsagot tipikusan tobb kvantumbit ir le, igy az i-edik mintapont egy |z;) vektorként
(kvantumregiszterként) jelenik meg; az ehhez tartozé kimeneti cimke is lehet tobb qubi-
tes, ezt |y;)-vel jeloljiik. A klasszikus valtozathoz hasonléan itt is a fa megépitése jelenti a
kihivast. A szekci6 forrasa [LB14].
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Melyik tulajdonsag szerint dgazzunk el?

A fa épitésekor el kell dontentink, hogy az egyes csomopontokban melyik tulajdonsag alap-
jdn érdemes szétvalasztani a bemeneteket. Klasszikus esetben ehhez az entropiat hasz-
néaltuk, azonban mivel a bemenet most lehet szuperpoziciéban is, ehelyett egy hasonld
masik, a kvantum-informéciéelméletben hasznélt mértéket vezetiink be, a kvantum- avagy
yfj > <yfj ’ A jelolések felol-

dasa: a t; csomopontba eljut6 tanitomintak kozott még n; db kiilonb6z6 kimeneti osztaly

Neumann-entrépidt: S(p) = — Tr(plog p), ahol p = 27;71 pzj

szerepel, p a kiilonbozé ‘yfj > osztalyok (pontosabban az azok énmagukkal vett kiils6 szor-

zatabol kapott diddok) pzj valoszintiségekkel sulyozott atlaga. A p? szam a t; csomopontba
juté mintapontok kozott az i-vel megegyezd osztalytak aranya. Ahogy a klasszikus valto-
zatnal is lattuk, ha a ¢ csomdpontot szeretnénk tobb adgra bontani, akkor ehhez a potencialis
gyerekcsomopontok entropiajat szamitjuk ki. Ezért irtuk fel a képletet a ¢; csomépontra,
ami alatt a t-nek valamely potencialis gyerekét értjiik.

a kiilonb6z6 tulajdonsiagok szerinti felbontasainak varhato informacionyereségét. Ezt oldja
meg a kovetkez6 fogalom. A wdrhatd kvantumentrépia, ha a t csucsban az f tulajdonsig

C . . b ,

szerint dgazik szét a fa b, y db agra: Se(p’}) = th:fl ij(pl}J), ahol p; az j. gyerek cso-
mopontba jutas valdszintisége, azaz az ide eljuté tanitémintédk szama osztva a t-be eljutd

tanitomintak szaméval; S (p? j) pedig a j. gyerek csomoéponthoz tartozé6 Neumann-entropia.

c s

Milyen agakat hozzunk létre?

Annak eldéntéséhez, hogy adott csiicsban az elbbiek alapjan mar meghatarozott tulaj-
donsag szerint milyen agakra bontsunk, bevezetiink néhany fogalmat. Multiplicitdsi ardny

(multiplicity ratio): a t csomépontban az i tulajdonsag j. lehetséges értékéhez tartozo al-
(t)
4,3
eljuté mintak szamaval. Egy allapotra azt mondjuk, hogy nagy dllapot, ha ez az érték na-

lapot ‘w > Ennek a multiplicitasi ardnya a sajat el6fordulasainak szama osztva a t-be
gyobb egy elére megadhato értéknél. Egyszerd mintdzati ardny (simple pattern ratio): a
t csticsban az ¢ tulajdonsag szerinti nagy allapotok szdma osztva az Osszes kiilonbozd ¢
csucsbeli, 7 szerinti allapot szamaéaval. A ¢ csicsban egy ¢ tulajdonsag egyszerd mintdzati
(simple pattern), ha az el6bbi aranyszam nagyobb egy elére megadhato értéknél, egyébként
dsszetett mintdzatd (complex pattern).

Egyszerti mintazati esetben az adott tulajdonsdg minden kiilonb6z§ allapotanak kiilon
agat hozunk létre, és a bemenetek az adott tulajdonsaghoz tartozé allapotuknak megfeleld
adgon mennek tovabb. Az Gsszetett mintézati esetre bevezetiink egy hasonléségi mértéket.
Két vektor (|z;),|z;)) hasonlosdga: F(|z;),|z;)) = Tr/p'/20p1/2, ahol p = |x;) (x|, 0 =
|z;) (x;]. Ez az érték 0 és 1 kozotti, és minél hasonlobb a két vektor, annal nagyobb. El6szor
minden lehetséges (az adott csicsba eljuté mintdkbol képzett) par koziil kivalasztjuk a
legnagyobb hasonlésagtiakat: ezek lesznek a centroidok. Ezutan minden nem-centroidot a
hozza leghasonlobb centroid csoportjaba (cluster) tesziink. A legnagyobb hasonlosag (és

korabban a minimalis entropia) meghatarozasahoz a Grover-algoritmust hasznalhatjuk.
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Keresés a faban

Miutan megkonstrualtuk a dontési fat, a kész faban a keresés a kovetkezSképpen zajlik.
Az 14j bemenettel a fa gyokerétsl indulunk. Minden aktudlis csticsnél Gsszehasonlitjuk a
bemenet allapotvektorat minden egyes lehetséges adggal (centroiddal) oly modon, hogy ki-
szamitjuk a hasonlosagukat (F' értékét). A legnagyobb hasonlésagi ag iranyaban haladunk

a faban. Végiil levélhez érkeziink, aminek a cimkéje meghatérozza a kimeneti osztélyt.

5.3. Alkalmazast segité ij eredmények

Ebben a szekcioban a kvantum dontési fakkal kapcsolatban néhany sajat eredmény keriil

bemutatasra.

Hasonlésag szamitasa skalarszorzat segitségével

Belatjuk, hogy a fent definialt F' hasonlosagi mérték valojaban (amennyiben tiszta allapo-
tokrol van sz6) a két bemeneti vektor skalarszorzatanak abszolut értékét adja eredményiil.
Ennek az eredménynek a felhasznaldsaval egyszertibb modon szamolhaté a hasonloség,
mint a fentebbi, altalanos formulaval.

Allitds: Az F értéke a két bemeneti egységvektor skalarszorzatanak abszoltt értéke.

Bizonyitds: Két egységvektorra (azaz tiszta allapotra), |x;)-re és |z;)-re

Flzi) |aj)) = Try/pV 20012 = Te /() (i) V2(Jes) (a5l (i) il )2 =
Te /() Geal) () G ) () (aal) = T g/l Gl Gl G| =
() | T /Ty (] = | (i) |

Az els6 két 1épésben definiciok alapjan helyettesitettiink be. Utédna azt hasznéltuk ki, hogy

egységhossz |v;) vektorra (|z;) (zil)? = (|z:) (wal)(|2:) (wal) = |wa) (walai) (wi| = [20) (wal.
A negyedik lépésbeli atrendezés utan az 6todik lépésben kiemeltiik elére a 4/ (xi|z;)? =
| (xi|z;) | skalart. Végiil mivel |z;) hossza egységnyi, a |z;) (z;| diad f6atlojaban pedig a
valoszintiségi amplitidok négyzetei szerepelnek (és az imént lattuk, hogy (|z;) (z])? =
|z;) (x;]), a nyom 1 lesz.

Példaul két qubitre legyen egy éltalanos centroid: |z;) = a|00)+b|01)+¢|10) +d [11); és
egy Osszefonodott par bemenet: |z;) = %(\OO) +11)). A hasonlosag fentebbi definici6 sze-
rinti mértéke megegyezik a két vektor skalarszorzatanak abszolut értékével: F(|a;) , |x;)) =
ok | = 224
V2

Elég kimeneti halmaz mérete szami centroidhoz hasonlitani

Nem kell a dontési fa minden csomoépontjaban minden centroiddal 6sszehasonlitani az 4j
bemenetet, ha elGallitunk bizonyos szuperpozicidkat. Minden lehetséges kimenethez fog

tartozni egy-egy szuperpozicié (tehat binéris osztélyozasi feladat esetén osszesen kettd).
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Elegendd az 0j bemenetet ezekkel Gsszehasonlitani (F' kiszamitaséval), és a legnagyobb
hasonlésaghoz tartozo osztalyba érdemes tenni a bemenetet.

Nézziik meg, hogyan allithatok el§ az emlitett szuperpozicidk binaris osztalyozési feladat
esetén. Egy n+ 1 qubites csupa 0 regiszterbdl ilyen szuperpozicié létrehozhaté a kévetkezd

modon (n egy mintabemenet tulajdonségait leir6 |z;) vektorban a qubitek szama):
1. Egyenletes szuperpoziciot allitunk el6 az elsé n kvantumbiten Hadamard-kapuval.

2. Az els6 n qubiten végrehajtjuk a kérdéses binaris fiiggvényt, az eredmény az (n+1).
qubitbe keriil.

3. Az utols6 kvantumbitet megmeérjiik.

A mérés eredményének fiiggvényében az els§ n qubit a 0 vagy az 1 eredményt add
oldhato, ha mindkét kimenet elég gyakran el6fordul (ardnya legalabb 1/polinom), ekkor
ugyanis néhany mérés utdn nagy valészintiséggel sikeriil mindkét esetre eredményt kapni.

Igy klasszikusan nehéz problémak koziil van, ami hatékonyabban megoldhaté kvantum
binaris fa segitségével. Ilyen példaul a XOR (paritas) és a multiplexer probléma: elegendd
az egyes kimeneteknek megfelel§ allapotok szuperpozici6jahoz vald hasonlésigot vizsgalni,

mig klasszikusan minden bitet végig kell nézni, hogy meghatarozzuk az eredményt.

Példa

Nézziink egy példat arra, hogy kvantum dontési fa épitésekor hogyan dontjik el, hogy
melyik tulajdonsag szerint agazzon el a fa adott csomdpontja.

Teriileteket osztalyozunk éghajlatok szerint. A dontési fa épitése kbzben egy csomdpont-
ban két tulajdonsag szerint torténhet a szétbontas: a hémérséklet vagy a szarazsag szerint.
Célunk meghatérozni, hogy melyiket érdemes véilasztani. Ezek nem fiiggetlenek egymastol,
ami példaul gy is megjelenhet a modellben, hogy az ezeket leir6 koordinata-halmazok
metszete nem tres. Tehat ha két kvantumbit ir le egy bemenetet, akkor a négy lehetséges
allapotkonfiguracié valdszintiségi amplitudoéit tartalmazéd vektor els6 két eleme a hémér-
sékletre, a masodik és harmadik eleme a szarazsagra vonatkozik (lasd: (5.1) képlet). A

negyedik elem valami egyéb tulajdonsidghoz tartozhat.

0
hémérséklet { )
0 } szérazsag (5.1)

0

A hémeérséklet esetén a [00) a hideg, |10) a kicsit hideg, |01) a kicsit meleg, és [11) a
meleg allapotot jelenti; szarazsagbol |00) a nedves, |01) a kicsit nedves, |10) a kicsit széaraz,
és |11) a szaraz. Igy példaul a nedves és a kicsit nedves teriiletek unidja pontosan ugyanaz,

mint a hideg és a kicsit hideg teriileteké.
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Az osztalyok tehat az éghajlatok, ebbdl nyolcat hasznalunk, 1-t6l 8-ig szamozzuk Gket.
A vizsgalt csomopontba eljuté tanitominték a kovetkezsk (a cél az volt az adatok elsalli-

tasanal, hogy a hémérséklet valamivel jobban meghatarozo legyen):

els6\utolso bitek | 00 01 10 11

00 1 1,2 1,2 2,3
01 2,4 4,5 5 3,5
10 3,4 2,6 4,6 6
11 7 5,7 7,8 3,8

) Y

5.1. tablazat. A példdban haszndlt adatok

0

Tehat pl. az |z) = vektorral leirhato allapotokhoz (ami hideg és kicsit nedves

1
V2
1
teriiletet jelent) a 2 és a 3 sorszamu éghajlat tartozhat. Az egyszertiség kedvéért ahol két
éghajlat is szerepel, ott ezek valdszintsége fél-fél.

A szamitas menete: példaul a 5.1. tablazat els sordhoz, tehat a hmérséklet tulajdon-
sagon beliil a hideg allapothoz tartozé entréopiat szamitjuk ki. Ehhez az 6 sordban szerepld
osszes eléforduld osztaly szama méretd méatrixokkal fogunk szamolni (elvileg 8 x 8-as kel-
lene, de most a 0 sorokat és oszlopokat elhagyjuk). Az el6bb emlitett vektorhoz a 2. és a
3. éghajlat (cimke) tartozhat, mégpedig mindketts 0,5 valoszintiséggel, ezért ugyanennek a
mintanak az osztalyokat leir6 |y;) vektoraban ezekhez 1/+/2 érték tartozik, az 1-hez pedig
0. Igy ennek a vektornak a kiils6 szorzata énmagéaval a csupa 1/2-bél all6 2 x 2-es matrix

egy elére beszirt csupa 0 sorral és oszloppal:

0 0 0
0 1/2 1/2
0 1/2 1/2

Hasonlé matrixokat szamitunk az elsd sor tobbi eleméhez is, majd ezeket stlyozva Gssze-
adjuk. Most legyen minden suly (valoszintség) 1/4. Az igy kapott matrixot dsszeszorozzuk
a sajat logaritmusaval, és vessziik az eredménymatrix nyomanak ellentettjét. Ezzel meg-
kaptuk az entropiat, ami ez esetben S = 0, 7306.

Ugyanezt a tobbi hémérsékleti osztalyra is kiszamitjuk, és ezek (ismét 1/4-del) silyozott
Osszegét vessziik, igy kapjuk meg a varhat6é kvantumentropiat. Majd a teljes miiveletsort
megismételjiik a szarazsagi osztalyok szerint is. A kapott eredmény: a hémérséklet varha-
té entropiaja 0,93, a szérazsagé 1,13, tehat érdemesebb a hémérséklet alapjan donteni a

vizsgalt csomépontban.
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6. fejezet

Ensemble modszerek

Az egyes gépi tanuld algoritmusok hasznalata az adatoktol fiiggéen eltérd eredményességii
lehet. Jobb, és az adatok véltozasara kevésbé érzékeny megoldast kaphatunk, ha t6bb al-
goritmust egyltt hasznalunk, s6t tobbféle modell hasznalatéaval a hibatiirés is novelhetd.
Az ilyen algoritmus-6sszességet, mint meta-gépi tanulasi modszert nevezziik ensemble-nek
(sokasagnak). Erre valtozatos modszerek alakultak ki, amelyek koziil néhany fontosabbat
megemlitiink, egy algoritmust pedig részletesen is kifejtiink. A kiilonb6z8 modszerek el-
nevezésénél — azoknak a magyar nyelvii szakirodalomban vald elterjedtsége miatt — az

angolszész megnevezést hasznéljuk.

6.1. Klasszikus alapvaltozatok

Az alabbi modszerek ismertetéséhez felhasznalt irodalom: a bagging esetén az MIT mély
tanulasi tankonyvének |[GBC16] 7.11. fejezete, a dropoutnal [GBC16] 7.12. fejezete, a bo-
ostingnal pedig Freund és Schapire cikke az AdaBoost algoritmusrol [FS97].

Bagging

A bagging sz6 a bootstrap aggregating kifejezés roviditése. A modszer a modell atlagolas
(model averaging) nevi stratégiak kozé tartozik, amelyek alapotlete, hogy tobb osztalyozot
tanitunk egyméstol elkiilonitve. Amikor egy 4j bemenet osztélyarol kell donteni, akkor ezek
szavaznak, és a tObbségi szavazéas eredményének megfelels cimkét rendeljiik a bemenethez.

A kiilonboz6 osztalyozokat bagging esetén ugy nyerjiik, hogy egy adott algoritmust kii-
16nb6z6 adatokkal tanitjuk (pl. az el6z6 fejezetben targyalt dontési fa épité algoritmus
kiilonb6z6 paramétertd fakat eredményezhet, ha més adatokkal tanitjuk). A kiilénb6zs
adathalmazokat Ggy nyerjiik, hogy a k elemi tanité6 mintahalmazboél visszatevéssel minta-
vételeziink véletlenszertien annyiszor k elemet, ahany elemt ensemble-t szeretnénk.

A random forest (véletlen erds) modszer is idesorolhato. Az erds dontési fakbol all, ame-
lyeket tanulas kozben épit az algoritmus, és amelyek kimeneteinek modusza lesz a random
forest kimenete. A dontési fak hatranya, hogy konnyen tulilleszkednek, ezen segit ez a mod-
szer. Ugy miikodik, hogy a fakra kiilon-kiilon véletlenszertien vélasztja ki a tulajdonsagok

egy részhalmazat, amely alapjan szétbontja a bemeneteket. Idgvel a fontosabb (a kime-
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net becslésében hasznosabb) tulajdonsagok nagyobb valoszintséggel keriilnek kivalasztasra
(lasd pl. [Wikf]).

Dropout

A dropoutot f6leg regularizécios hatasa miatt hasznaljék a tulilleszkedés elkeriilésére. A mo-
tivacio, hogy példaul nagy mérett neuralis halézatok esetén a baggingnek erds a szamitas-
és memoriaigénye. Ahhoz hasonlé eredményt érhetiink el joval hatékonyabban, ha egy
alap neuralis hal6zat minden részhalojat tanitjuk. Egy részhalon olyan halézatot értiink,
amelyet ugy kapunk meg, hogy az alap halobol elhagyunk néhany neuront (altalaban a
megfelel§ stlyokat nullara allitjuk). Igy azonban exponencialisan sok neuralis halot kell
tanftani.

Egy 4j tanitominta betdltésekor véletlenszertien valasztunk egy maszkot, ami meghaté-
rozza, hogy melyik neuronok ,esnek ki”. Az egyes neuronok kiesési valoszintiségét hiper-
paraméter hatarozza meg (altalaban 0,5 koriili érték). Az igy kapott részhéalot a szokott
modon tanitjuk hibavisszaterjesztéses algoritmussal.

Fontos kiilonbség a bagginghez képest, hogy itt nem fiiggetlenek egyméstol a tanitott
modellek, osztoznak a paramétereken. Ez teszi lehetévé, hogy hatékonyan tanithassuk az
exponencialisan sok halét. Ténylegesen minden lépésben a haloknak csak egy kis részét
tanitjuk, és a kozos paraméterek altal a tobbi halézat is megfelel6 paraméterezést kap.

Ettol eltekintve azonban a dropout a bagging algoritmust kdveti.

Boosting

A modszer legrovidebben ugy foglalhato 6ssze, hogy gyenge osztalyozokbol egy erdset allit
els. Gyenge osztdlyozo (weak learner) alatt olyan osztalyozo gépi tanuldalgoritmust értiink,
aminek a pontossaga 1/2-nél (azaz a véletlen osztéalyozasnal) nem sokkal jobb. Ilyen gyenge
osztéalyozokbol all az ensemble.

A tanitas tobb (T db) korben torténik. Minden kor elején adott a mintakon egy eloszlas:
a mintdkat a ,nehezen tanulhatosaguk” szerint sulyozzuk (azaz aszerint, hogy a korab-
bi korokben mennyire osztalyoztuk rosszul Sket). Adott korben olyan gyenge osztéalyozot
hasznélunk, aminek ezzel az eloszlassal stulyozott hibaja alacsony. Ez alapjan a hiba alap-
jan modositjuk az eloszlést, és ezzel kezdjiik az 4 kort. Az utolsé iteracié utan megkapjuk,
hogy hogyan kell a T' db gyenge osztalyozd eredményét kombinalni. A tanitas utéan egy 1]

bemenetet ennek megfelelGen osztalyozunk.

6.2. AdaBoost

Az AdaBoost algoritmus [FS97| a boosting modszerek csoportjaba tartozik. Itt csak a bi-
néris osztalyozési problémék esetét tekintjiik at, de ez kiterjeszthetd tobbosztalyos oszta-
lyozasi, s6t regresszios feladatokra is. Az algoritmus neve az ,adaptive boosting algorithm”
kifejezés roviditésébdl szarmazik, mivel az algoritmus adaptélodik a gyenge osztalyozok
hibaihoz. Ez az egyik legsikeresebb ellenérzott tanulési algoritmus, mert altalaban jol osz-

talyoz, és kevéssé hajlamos a tiltanulasra.
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A tanitds T fordulobol all, a tanitémintédk szama N, a mintédkat tulajdonsagvektor-
cimke parokként kezeljik: (z1,v1),..., (2N, yn), ahol y; € {0,1} Vi € {1,..., N}. Legyen
X = {z;}}¥,. A t. forduloban olyan gyenge osztilyozot valasztunk, amelynek a hipotézise
(azaz hogy milyen osztalyokba sorolné az elemeket) az aktuéalis eloszlas figyelembevételével
a legpontosabbak koziil valo: a hy(x;) = y; egyenletet teljesité mintapontok osszsulya a le-
het§ legnagyobb. Feltessziik, hogy a WeakLearn algoritmus ezt a kivilasztast elvégzi, és
visszaadja a kivalasztott gyenge osztilyozo hipotézis fliggvényét. Ennek az algoritmusnak
a mintak tulajdonsagvektorain til bemenete a mintdk D eloszlasa is. Gyenge osztélyozo-
nak altalaban kis méretd dontési fakat, példaul dontési tonkoket (decision stump), azaz
egyszinti dontési fakat hasznalnak.

A tanitas kezdetén a mintapontok eloszlasara altalaban D(i) = 1/N Vi € {1,...,N},
de ha van valamilyen a priori ismeretiink a mintadk nehézségérdl vagy fontossagarol, azt
is megadhatjuk. A t. kornek egy w® e RY sulyvektor a kimenete, ami a mintaknak
az addigi fordulokban tapasztalhatd nehézségétdl fiiggs stulyozasat tartalmazza. Ennek a
normalizalasaval kapjuk a kovetkezd kor eloszlasat. A T forduld végén a T db gyenge
osztalyozo kimenetének stlyozott Osszegeként kapjuk a hy végsd hipotézist. Adhato felss
korlat a hy végsé hipotézis € hibajara: ha a t. iterdcioban hivott gyenge osztalyozé hibaja
€, akkor belathato, hogy e < 27 Hthl Ver(l — &) teljesiil.

Bemenet: az N elemi tanité mintahalmaz elemei: (zq,41), ..., (Zx,ynN)
D kezdeti eloszlas a minték felett

a gyenge osztalyozokat kezels algoritmus: WeakLearn

T € Z7": az iterdciok szama

Inicializalas: a salyvektor elemei: wgl) =D@G)Vie{l,...,N}
fort=1,2,...,T do

1. Az eloszlas legyen p) = ——
a Zfil wz(t)

2. Hivjuk meg a WeakLearn metodust a Q(t) eloszlassal.
A visszatérési értéke a hy : X — [0, 1] hipotézis.

3. Szamitsuk ki a h; hipotézis hibajat: ¢, = Zfilpgt”ht@i) —yil.

€t

4. Legyen [; = .
1-— €t

(t+1) w(t)ﬁtl—mt(@i)—yi\

ot

. Az 1j stlyvektor kiszAmitéasa: w; i

end
Kimenet: a végss hipotézis: hy(zx).

. 1 1 1
if Z?:l <10g ) hi(z) > B Zle log 3 then

Bt
| hylz) =1
else
| hg(z) =0
end

Algoritmus 1: Az AdaBoost algoritmus
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A kimenet elGéllitasanal lathato, hogy a pontosabb hipotézisek kapnak nagyobb sulyt,
hiszen B; a hibaval né, itt pedig ennek a reciprokédnak a logaritmusaval aranyos a suly, azaz
a hiba novekedésével csokken. A kimenet pontosan akkor lesz 1, ha a gyenge osztélyozok
eredményeinek silyozott Osszegeként kapott érték nagyobb, mint az az érték, amit akkor
kapnéank, ha minden gyenge osztalyozo 1/2-et prediktalt volna.

Megjegyezziik, hogy bar az AdaBoost e véltozataban a gyenge osztalyozok kimenetei
folytonosak, azaz hi(xz) € [0,1], az algoritmusnak egy olyan verzidja is létezik, ami az
itt bemutatottal nagyrészt azonos miikodésd, de amelynél ezek a kimenetek binarisak:
hi(z) € {0,1} (vagy {+1,—1}).

Az érdeklds olvaso ezen a linken! talalhat egy egyszerti példat az algoritmus futaséra.

6.3. Egy kvantum osztalyozé algoritmus

A most bemutatando algoritmus [SP18] az egyik els6, ami kvantum osztélyozokbol allo
ensemble megalkotasardl szol, és igy kihasznélja mind a kvantumalgoritmusok, mind az

ensemble modszerek elGnyeit.

6.3.1. Altalanos leiras

Az alapgondolat az, hogy az egyes kvantum osztélyozokat (gyenge osztalyozokat) olyan
fliggvényekként kezeljiik, amelyeknek nemcsak bemenete van, hanem paraméterei is, azaz
f (z;0) alakban irhatok fel, ahol |z) a bemeneti tulajdonsagokbol, |0) pedig az osztalyozod
paramétereibdl allo vektor. (Vegyiik észre, hogy ez a feliras ekvivalens a 2.1. szekcioban
hasznalttal: f(z;w).) Ez azért hasznos, mert igy akir exponencialisan sok kvantum oszta-
lyoz6 ), |0) szuperpoziciojat tudjuk képezni, és igy egyszerre kiértékelhetjiik azokat.

Két transzforméaciot fogunk bevezetni. Az egyik megadja, hogy adott paraméterekkel
rendelkezd osztalyozd adott bemenetre milyen hipotézist ad. Ezt kvantum osztdlyozonak

nevezzik, és A-val jeloljik:
Alz)[0)[0) = [|z) |0) | f (23 0)) . (6.1)

Paraméterek (kvantum osztélyozok) szuperpozicidjara is elvégezhetd a mivelet:

Alz) \/152 16)10) = |) \/]LE > 10) 1f(x:0)). (6.2)
0 0

A fenti egyenletben E az ensemble mérete, azaz a kvantum osztalyozok szama.
A masodik transzformacié a silyozast végzi el, azaz az egyenletes szuperpozicié helyett

egy sulyozottat allit els. Ezt kvantum ensemble-nek hivjuk, és W-vel jeldljiik:

W|x>\/1EZ]6> 0) - |x>\/>1TEZ\/w7\9> 0) . (6.3)
0 6

"https://mitpress.mit.edu/sites/default/files/titles/content/boosting_foundations_
algorithms/chapter001.html#h1-2
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Tehat minden egyes 6 osztalyozo a wy valoszintiségnek megfelels silyt kap. A x egy nor-
malizalo tényezd, vagyis az értéke éppen annyi, hogy » , ;‘% =1 legyen.

Uj bemenet (|Z)) osztalyozasahoz elészor sulyozzuk az osztalyozokat a W transzformaé-
cioval, majd az A mivelettel egyszerre kiszamitjuk az 6sszes osztalyozo predikcidjat. Az

igy kapott allapotot irja le a (6.4) képlet.
1
1Z) —== > Vwal0)|f(Z;0)) (6.4)
B2

Az utolsé kvantumbit mérési statisztikai alapjan kapjuk az ensemble predikciojat. Ha g
a mérés eredmenye, akkor p(§ = 0) = Ygcer v ¢ P(T = 1) = Dpce- (B, ahol £F
a kvantum osztalyozok azon részhalmaza, amelynek minden # € £ elemére igaz, hogy

f(z;0) =1. Az £ értelemszertien ugyanez, de a 0 eredményt add osztalyozokra.

6.3.2. Pontossaggal aranyos siilyozas

Az eddigiekben a W fekete dobozként stlyozta az osztélyozokat. Az alabbiakban W mi-
kodésére egy konkrét lehetséget mutatunk be: az egyes (0 paramétervektorral megha-
tarozott) osztalyozok sulya a (6.5) képletben definidlt ap pontossagukkal (accuracy) lesz
aranyos, azaz az altaluk jol osztalyozott tanitémintdk szaménak és az Osszes tanitomin-
tanak az ardnyaval. A tanitomintak halmaza M elemd: {(|z1),v1),...,(|xar) ,ym)}. (A

tanitohalmazon szamoljuk a pontossagot, nincs kiilon validacios- vagy tesztkészlet.)

M
a9 = 27 3 £ @mi ) + v 1 (6.5)
m=1

A kiindulasi allapot csupa 0 qubitbdl all, és négy regiszter tenzorszorzataként all eld.
Az adatregiszter § + 1 qubites — § db a mintdk bemeneti részének, 1 pedig a cimkéknek a
leirdsara szolgal. A paraméterregiszter 7 kvantumbitbdl all, és az osztélyozok paraméter-
vektora adhaté meg itt. A kimeneti- és a pontossagregiszter egy-egy qubitesek, el6bbi az
osztéalyozok eredményét tarolja, utobbit pedig a pontossag meghatarozasahoz hasznaljuk.
Els6 1épésként Hadamard-kapuval egyenletes szuperpoziciot hozunk létre a paraméter- és

a pontossagregiszteren.

1

1
0...0;0)®10...0) ®|0) ®|0) — .
0. 050 @ [0-..0) @10 ©10) = 7= >~ 7

(10) +11)) (6.6)

[,
=
2
(==}
S~
=
~
=
~

A (6.6) lépés végallapotaban sziikségképpen E' = 27; minden |i) pedig egy-egy osztélyozd
paramétereit irja le.

Kovetkezs 1épésként egyesével betoltjiik a tanitémintakat az adatregiszterbe, az A transz-
formacioval kiszamitjuk a kimenetet, és attél fliggen, hogy ez megegyezik-e a tényle-
ges kimenettel vagy nem, csekély mértékben rendre a |0) vagy a |1) irdnyaba forgatjuk a
pontossag-qubitet. Mire minden tanitomintéat feldolgoztunk, a pontossag-qubit Gsszefond-
dott a paraméterregiszterrel, és a /ag |0) ++/1 — ag |1) allapotban van. Ezt megmerjiik, és
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ha a |0) allapotot kaptuk, akkor az egész rendszer allapota (6.7) lesz, egyébként elvetjiik

az eredményt, és tjrakezdjik az algoritmust.
1
— 0...0;0)16)|0) |0 6.7
\/X—E%:\/aa\ ;0)10) |0) [0) (6.7)

A fenti képletben y normalizal6 tényezs, ezért x = % > 0 ap-

Most mar a pontossaggal aranyosan silyozottak az osztélyozok. Ha betoltiink egy j
bemenetet (|Z)), és elvégezziik az A miiveletet, akkor a (6.8) allapotba jut a rendszer,
ahol a kimeneti qubit mérési statisztikai adjak meg a kivant eredményt (t6bbszori méréssel

novelhets az eredmény pontonossaga).

T 2 Va0 0:0)16) (@ 0) 0 (68)
0
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7. fejezet

Az 4j algoritmus

A fejezetben szerepld eredmények a Friedl Katalinnal, Daroczy Balinttal és Kabodi Laszlo-
val k6z6s, még folyamatban 1év6 munkankbol szdrmaznak. A dolgozatban eddig bemutatott
ismereteket felhasznalva terveztiink egy olyan osztalyozé algoritmust, ami kvantumalgorit-

musként is megvaldsithato.

7.1. Miikodése klasszikusan

Az algoritmusunk alapoétlete az AdaBoost algoritmusbél szarmazik, de a kvantumos meg-
valosithatésag miatt a 6.3. szekcibban bemutatott kvantumalgoritmusbél indultunk ki.

Az algoritmus miikddése roviden ugy foglalhato 6ssze, hogy felvaltva silyozzuk a minta-
pontokat és a gyenge osztalyozokat. A gyenge osztalyozok bemenetiil kapjak a mintapon-
tokat, és ezek osztalyozasdban elért pontossaguk alapjan silyozzuk Sket. Ezutan az elébbi
salyozast is felhasznélva stlyozzuk a mintapontokat a tanulhatosaguk nehézsége szerint. A
mintapontokon igy kapott eloszldsnak megfelelGen tjra mintavételeziink azokboél, és ez az
1j mintaponthalmaz lesz a gyenge osztalyozok 1ij bemenete. Ezt iterativan megismételjiik
néhéanyszor.

Az algoritmus implementalasa python nyelven tortént, a Jupyter Notebook koérnyezet
hasznalataval. A tervezés folyamata sorédn tobb valtozat is sziiletett az alapotlet megvalo-

sitaséra. A kovetkezSkben ezeket ismertetjiik.

7.1.1. Mintavételezést hasznalé megvalositas

Alapvetden a fentebb irtaknak megfelelen miikodik ez a valtozat. A mintapontok szama IV,
eloszlasuk kezdetben egyenletes. Minden gyenge osztalyozé minden mintapontot osztéilyoz,
és ezeknek a hipotéziseknek, valamint a valédi kimeneti cimkéknek az eltérése alapjan
kapnak sulyt az osztalyozok.

Gyenge osztalyozonak egyszinti dontési fakat, dontési tonkoket hasznaltunk. Ezeket
harom paraméter irja le: melyik tulajdonsagra (azaz a bemeneti vektor melyik koordiné-
tajara) vonatkozik; mi a kiiszobérték; és ett6l melyik iranyba torténd eltérés jelenti a 0
illetve az 1 osztalyt (pl. masodik tulajdonsag; 0,3; és a kiiszobnél kisebb értékeket becsli
1, a nem kisebbeket 0 osztalytnak). A gyenge osztéalyozok szama W.
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Minden iteradciéban aggregaljuk a gyenge osztalyozok sulyait, hogy a végs6 hipotézis
minden iteracié eredményét felhasznalva alljon eld.
A hipotézisek, a valodi kimenetek és az osztalyozok sulyainak fliggvényében kapnak sulyt

a mintapontok, majd ebbdl az eloszlasbol N elem mintavételezésével kapjuk a kovetkezd

N

iteracié mintapontjait. A t. iteracioban az aktualis mintapontok halmaza { ( Et), yz( )) } .
e

A végs6 hipotézis a gyenge osztalyozok kimeneteinek az aggregalt stulyukkal képzett

stulyozott Osszege alapjan all els.

Bemenet: az N elemi tanité mintahalmaz elemei: (zq,41), ..., (Zx,ynN)
a gyenge osztalyozok: hj, j € {1,..., W}

T € Z7: az iterdciok szama
Inicializalas: a mintak stlyvektora: p;

)

)

N}

¥ Vie{l,
W) = (o) Vi€ {10, )
0

az aktualis mintaponthalmaz elemei: (g

az osztalyozok aggregélt silyvektora: w((lg)gr

fort=1,2,...,7T do

N
1. Szamitsuk ki a gyenge osztalyozok hipotéziseit az {gl(.t)}‘ l—beli mintakra:
1=
P EOIG :
]{g } = {01}, Ge{L,. ).
i=

2. A h; hipotézisek pontossaga: ag-t) = Zf\il 1-— ’hj (@Et)) — yl(t)‘.
(t)
(t)

Ebbél az oszalyozok sulya: w;” = W
J J
o o t+1)  wl 4wt
3. Az aggregélt sily modositésa: waggr’ = *(tg)g;
’ﬂagg'r""th
W w® [y (200) —y®
. . 1 Yi
4. A mintapontok silya: pEH ) = R ‘(f)< )u) ‘u) :
ZI 12 1 W; ‘h ( >7y7; ‘

5. Az {( E ),yl(t)> }i—l halmazbol a B(t“) eloszlas szerint N elemet

véletlenszertien mintavételezve kapjuk a kovetkezd mintaponthalmazt,

{ (g@(t+1)7y§t+l)) }Zl_et.
end

Kimenet: a végsd hipotézis: hy(x)
if ijil h (&)wg;;;’lj) > 0,5 then
| hylz) =
else
| hy(z) =0
end

Algoritmus 2: Az algoritmus mintavételezést hasznalo valtozata

o8



7.1.2. Megval6sitas matrixszorzassal

Az el6z6 megvalositasban mindkétféle sulyozaskor azt hasznaltuk fel, hogy melyik osztalyo-
z6 melyik mintapontot osztalyozza jol illetve rosszul. Az osztalyozok sulyozéasakor a tobb
jol osztalyozés jelenti a nagyobb silyt, mig a mintapontok silya éppen akkor nagyobb,
ha tébben osztalyoztdk rosszul. Ha N db mintapontunk és W db gyenge osztalyozonk
van, akkor a stlyozasokhoz sziikséges adatokat két matrixban foglalhatjuk 6ssze. Az egyik
M € RYW amelynek az elemei M; ; = 1, ha az i. mintapontot a j. osztalyozd rosszul
osztéalyozza, egyébként 0 (i,5 € N;1 <i < N,1 <j < W). A masik, M’ € RV*N matrix
nagyon hasonlé M-hez, tgy kaphatjuk meg bel6le, hogy transzponaljuk, és minden elemét
kicseréljiik az ellenkezdre, azaz M ; =1 — Mj;.

Ha a minték ,nehézségét” a t. iteracioban p(*), a gyenge osztéalyozok silyat pedig w(®)
jelsli, akkor p+1) = Mw® (hiszen az eredményvektor i. koordinatéja az i. mintét rosszul
osztalyozo gyenge osztalyozok osszsilya), és w®) = M'p(®) (az egyes osztalyozok jol osz-
talyozasainak szama a mintdk nehézségével silyozva). Ezekbdl Q(tﬂ) = MM’ Q(t), vagyis
p") = (MM")T=1pM) | ahol pgl) = 1/N, Vi € {1,...,N}. Vagy hasonloan az osztalyozok
stilyaira: w+Y = M/ Mw®, vagyis w™) = (M'M)T~1w®, ahol w® = M’p) (pontosab-
ban mindezek normalizalva).

Igy a végs6 hipotézis: ha Z]M;l w](-T)hj (z) > 0,5, akkor hy(z) =1, egyébként hy(z) = 0.

Szamitas sajatvektorral

A dominéns sajatértékhez tartozo sajatvektor kiszamitéasara hasznalhaté a hatvanymod-
szer (més néven hatvanyiteraci6 vagy von Mises-eljaras). Eszerint legyen A egy diagona-
lizdlhaté métrix, amelynek van a tobbinél szigortian nagyobb abszolut értékid sajatértéke;
és v, olyan vektor, aminek van nemnulla komponense a keresett sajatvektor irdnyaban.
Ekkor ha vy, = Hﬁii:\\’ akkor a (v;) sorozat tart az A dominans sajatértékéhez tartozo
sajatvektorahoz. (Lasd pl. [Wikc].)

Esetiinkben v, = w®) = M’Q(l), és w™ MM w® = s, az

= ”(M’M)T_ly(l>|| . Tooo
M'M matrix dominans sajatértékéhez tartozo sajatvektor. Tehat a matrixszorzasok vagy

hatvanyozas elvégzése helyett elegendd ezt a sajatvektort meghatarozni.

7.1.3. Futasi eredmények 6sszehasonlitasa

Az osztalyozas eredményének mindsitésére kiilon validaciés mintakészletet hasznaltunk,
ami a teljes adathalmaz véletlenszertien valasztott egytized részébdl allt (igy a maradék
9/10 rész volt a tanité mintakészlet). Ezeken leginkabb az AUC (19. oldal) értéket figyel-
tlink, igy ugyanis a konkrét kiiszobértéktsl fliggetlen jellemzst kapunk. Ez azt is jelenti,
hogy a 7.1.1. és a 7.1.2. alszekcioban leirt algoritmusokban a h; végsé hipotéziseknél szerep-
16 0,5 kiiszéb valdjaban nem konkrét szam, hanem azt figyeljiik, hogy mennyire jol osztja
kétfelé a mintakat az adott algoritmus.

A maétrixszorzasos és a sajatvektoros valtozatban végiil nem (0, 1)-matrixokat hasznal-
tunk, hanem M ; és M]’l az i. minta j. gyenge osztalyozo altal vizsgalt tulajdonsaganak

az osztalyozo (dontési tonk) kiiszobértékétsl valo tavolsagaval ardnyos. Tehat nem csak
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azt nézziik, hogy a kiiszéb megfelels oldalara esik-e a minta, hanem azt is, hogy mennyire
wbiztos” a predikcidban az osztalyozo.

A mintavételezést és a matrixszorzast hasznald valtozatokban minden iteracioban ellen-
oriztiik a validaciés mintahalmazon, hogy ha csak addig tartana a tanitas, akkor milyen
lenne a ,yégsd” hipotézis. Igy képet kaphattunk a tanulas mindségérdl az iteraciok soran.

Ot algoritmust vetiink 6ssze: az AdaBoostnak az sklearn ensemble csomagjaban talal-
haté implementéciojat, a 6.3. szekcidbban bemutatott kvantum osztalyozé altalunk imple-
mentélt klasszikus valtozatat, és a sajat algoritmusunk harom valtozatat (mintavételezé-
ses, matrixszorzasos, sajatvektoros). A futasidék szamitasahoz T = 10 értékkel futtattuk
a mintavételezéses és a matrixszorzasos valtozatot.

Mivel az adathalmazt véletlenszertien vagjuk tanito- és validacios készletre (s6t a min-
tavételezéses megoldasnal a mintavételezés is véletlenszerten torténik), a kiillonbozd fut-
tatasok eltér§ eredményt adhatnak. Ezért minden esetben két jellemzd, de valamennyire
kiilonb6z6 eredményt sorolunk fel, valamint nagyjabol atlagos futésidéket.

Tobb, nyilvanosan elérhet adathalmazon is futtattuk az algoritmusokat, igy Osszeha-

sonlithatjuk az eredményeket (7.1. és 7.2. tablazat).

e Cleveland!: szivbetegségek felismerése a feladat. Altalaban jobb eredményt adnak a

sajat modszereink az AdaBoostnal, akar jelentGsen is.

e Banknote!: valodi és hamis bankjegyek megkiilonboztetése a feladat. Néhany modszer

1 korili (tokéletes) eredményt ad, de a tobbi is elég magas értéket.

2

e Farm®: nagyméreti adathalmaz, mely néhany, farmokkal kapcsolatos weboldalon ta-

1alt reklamrol szol. Az AdaBoost teljesit a legjobban, de a sajat modszereink kozel

jarnak hozza. A kvantum osztalyozo hatarozottan rosszabb eredményt ad.

algoritmus\adathalmaz | Cleveland Banknote Farm
AdaBoost 0,73; 0,87 0,99; 1,00 0,90; 0,92
Kvantum osztalyozo 0,93; 0,89 0,94; 0,92 0,68; 0,69
Mintavételezéses 0,94; 0,91 0,99; 1,00 0,87; 0,85
Matrixszorzasos 0,90; 0,88 0,92; 0,89 0,83; 0,82
Sajatvektoros 0,90; 0,88 0,91; 0,87 0,83; 0,82

7.1. tablazat. AUC értékek a kiilonbéz6 adathalmazokon

algoritmus\adathalmaz | Cleveland Banknote Farm
AdaBoost 0,1s 0,2s 440 s
Kvantum osztéalyozo 0,3 s 0,3 s 330 s
Mintavételezéses 4,1s 51s 6110 s
Maétrixszorzésos 0,7 s 0,8 s 890 s
Sajatvektoros 0,5s 5,3 s 1090 s

7.2. tablazat. Futdsidék a kiilonboz6 adathalmazokon

"https://jamesmccaffrey.wordpress.com/2018/03/14/datasets-for-binary-classification/
2https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Farm+Ads
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Az eredményekbdl lathato, hogy a sajat megoldasok koziil a mintavételezéses osztélyoz
a legmegbizhatobban, azonban legtobbszor ez a legmagasabb futasideji is (bar minden bi-
zonnyal lehetne optimalizalni a kodjat). Az is egyértelmd, hogy bizonyos adatokra barme-
lyik megoldasunk lehet jobb, mint az AdaBoost, azonban csak a mintavételezéses megoldas

az, ami szinte mindig vetekszik az AdaBoosttal, vagy jobb annél.

7.2. Kvantumos megvalositas

A kvantum osztalyozo algoritmus (6.3. szekcio) mintéjara terveztiink egy kvantumalgo-
ritmust, aminek miikddése alapvetGen megfelel az el6z6 szekcibban bemutatott klasszikus
algoritmusénak. A gyenge osztalyozok most lehetnek dontési tonkok helyett példaul egy-

szintd kvantum dontési fak.

7.2.1. A miikodés vazlata

Az algoritmus elsé f6 lépése az osztalyozok, a mésodik a mintapontok silyozasa. Az el-
s6 azonosan miikddik a kvantum osztélyozé algoritmussal, de a masodik lépést is ehhez
hasonloan végezhetjiik el. A két lépést néhanyszor iterativan ismételjik.

A kiindul6 allapot a kvantum osztalyozonal latottnak a duplikiltja, azaz § + 1 qubites
adatregiszter, 7 kvantumbites paraméterregiszter és egy-egy eredmény- illetve pontosséig-

qubit tartozik mind az els§, mind a masodik 1épéshez:
|0...0;0)[0...0)]0)|0) ®1]0...0;0)]0...0)|0)]0). (7.1)

Az eredmény- és a pontossag-qubit hasznalhato kozosen, itt csak a konnyebb érthetsség
kedvéért bontjuk szét ilyen egyértelmtien két részre a kvantumregisztereket.
Els6 lépés: (7.2)—(7.3). A 6.3. szekcid kvantum osztalyozojanak tanitasaval megegyezGen

torténik.

1 2 1

VB X 10...0;0) |i) |0) —=(]0Y + |1)) ®0...0;0) ]0...0) [0} ]0) (7.2)

S

2
0

LS 0...0;0) y/ag 6) 0} [0) @ [0-..0;0) 0....0) [0} [0) (7.3)
[}

vxik

Masodik lépés: (7.4)—(7.5). Miutan elgallitottuk a tanité mintahalmaz N db elemének
(azok paramétervektorait) a paraméterregiszterbe, és kiszamitjuk a kimenetiiket. Ezeknek
és a tényleges cimkéknek a kiilonboz8ségétsl vagy azonossagatol fiiggden rendre a |1) vagy
a |0) iranyaba forgatjuk a masodik lépés pontosség-qubitjét az adott osztélyozo silyanak
megfelels mértékben. Végiil megmérjiik ezt a pontossag-qubitet, és csak a kiilonbozbség-

hez tartozo allapotat (|1)) fogadjuk el. Igy a mintdk nehezen tanulhatésagéval aranyos
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stlyozasu szuperpozicié alakul ki az adatregiszterben.

WZ| 0) v/ag |0)10) |0) ® ley 0) 10) (|0>+|1>) (7.4)

\:vy

Sl

0...0;0)0...0)[0) |0) & ﬁzx/ aiy) [2:9) (0. 0)[0) [1)  (7.5)

|z3y)

Ezutan mar djra elvégezhetjiik az elsé 1épést a mintakon elGallo eloszlasbol valé mintavé-
telezéssel (mérésekkel) kapott @j mintédkon. Nincs sziikség mérésekre, ha meg tudjuk oldani,
hogy a mintak silyaval aranyos mértékben forgassuk az els§ lépéshez tartozé pontossag-

qubitet.

7.2.2. Felmeriilé problémak

A kvantumos megvalositassal kapcsolatos kutatdasunk még folyamatban van, ezért jelen
pillanatban tobb probléméval is szembesiiliink. A problémak azzal kapcsolatosak, hogy

hogyan tudunk hozzaférni az egyes 1épések végére megkapott silyokhoz.

e Ha az utolsé 1épés végére el6allo stlyozas szerint kombinaljuk a gyenge osztalyozokat,
az valoszintleg rosszabb eredményt ad, mintha az 6sszes korabbi suly aggregaltjaval

szamolnank. Az aggregéalds megoldasa még kérdéses.

e Hogyan tudjuk a pontossag-qubiteket az el6z§ 1épés végére kapott sulyokkal aranyo-

san forgatni?
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Osszegzés

A targyalt teriiletek jelentéségét mutatja, hogy napjainkban a figyelem koézéppontjaba
keriilt a kvantuminformatika és a gépi tanulas is. A részletesebben megvizsgalt modszerek
segithetnek val6 életbeli problémék hatékony megoldésaban.

A II. részben bemutatott MAXKLIKK és maximalis teljes péarositas probléma példaul
halézatokban meglévs , kozosségek” keresésében segithet. A dominans halmaz pedig a halo-
zatoknak a tdmadéasokkal szembeni ellenalloképességének ellenérzésében valhat hasznossé.
(Pl. egy elemti dominans halmaz: SPOF — Single Point Of Failure — egyetlen csomépont
kiesése tonkreteheti az egész halozatot.) Igy az altalam adott bedgyazasok ezek és hasonlo
problémak hatékony megoldaséat segithetik.

A dolgozat III. részében a legtobb szd osztalyozasi probléméak megoldasarol esett. Bar
tobbszor is csak binaris osztalyozéasra tértiink ki, ezek mindig kiterjeszthet&k tobb osztaly
esetére. A kvantum dontési fakkal kapcsolatos eredményeim gyorsabb, egyszertibb szami-
tast tesznek lehetévé. Az Gj osztéilyozo algoritmusunk klasszikus véltozata pedig bizonyos
problémaknal pontosabb osztalyozast érhet el az eddig hasznalt modszereknél, ezt lattuk
a futési eredményeknél.

Rengeteg, nagy gyakorlati jelentGséggel biré probléma megfogalmazhato osztalyozasi
feladatként. Példaul az 6nvezetd jarmiiveknek a beérkezs adatok alapjén el kell tudniuk
donteni, hogy minden rendben van-e, és ha nem, akkor hogyan kell reagalni az adott
helyzetre. Ugy is mondhatjuk, hogy az adatokkal leirt helyzetet osztalyozniuk kell aszerint,
hogy milyen reakciét igényelnek — és aztan ennek megfelel6en avatkoznak be.

A dolgozatban bemutatott kvantumalgoritmusok felhasznaldsaval a targyalt feladatok
megoldasa — kell§ kapacitasu és stabilitast kvantumszamitoégépek kereskedelmi megjelené-

sével — gyorsabba valhat.

Tovabblépési lehetdségek

Tovabbi munka targyat képezheti a dolgozat lehtitéses modellt targyalo (I1.) részében leirt
leképezések és bedgyazasok optimalizalasi lehet&ségeinek vizsgalata. Ez példaul konkrétan
abban val6sulhat meg, hogy minél kevesebb fizikai kvantumbitet hasznaljuk egy-egy lo-
gikai qubit reprezentélasara. Ezzel ugyanis elérhetjiik, hogy adott méretii Kiméra grafba
nagyobb bemeneti graf is beagyazhato legyen, és igy nagyobb méret(i problémak hatékony
megoldasara nyilik lehetség.

A gépi tanulasrol szolo (I11.) résszel kapcesolatban a sajat algoritmusunk megvalosita-

sainak optimalizilasa mellett azt is ki szeretnénk deriteni, hogy mitdl fiigg, hogy melyik
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adathalmazokon melyik médszerek érnek el jobb eredményt. A kvantumos valtozatnal mar
megemlitettiink néhany problémét, amelyek a megvalosithatosag szempontjabol fontosak.

Els6 1épésként azt szeretnénk megvizsgalni, hogy a kiilonb6z6 kvantum ensemble méd-
szerek milyen geometriai alakzatok felismerésére alkalmasak. Azaz pl. egy sikbeli négyzet-
racs pontjai a mintak, amelyek tulajdonsagai a vizszintes és a fligg6leges koordinatajuk,
cimkéjiik pedig 1, ha az alakzatnak része az adott pont, egyébként 0. Kérdés, hogy milyen

alakzatok esetén tudja elég jol megtanulni az osztalyozo a pontok cimkéjét.
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Koszonetnyilvanitas

ElsGsorban természetesen a konzulensemnek, Friedl Katalinnak tartozom halaval. Rajta
kiviil Daréczy Balint, Kabodi Laszl6 és Pereszlényi Attila is rengeteget segitettek a gondo-
lataikkal, tdmogatasukkal. Kiilon kiemelem Balint remek 6tleteit, amelyek nélkiil biztosan
nem sziillethetett volna meg az 1j osztalyoz6 algoritmus.

Ko6szonom az Magyar Tudoményos Akadémia Szamitastechnikai és Automatizalési Ku-
tatointézetének (MTA-SZTAKI), hogy hasznalhattam az infrastrukttirajukat, valamint fon-
tos megemliteni, hogy a naluk végzett munkdmhoz is kotédnek a dolgozat III. részében

bemutatott eredmények.
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