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Kivonat

A PCP-elmélet (Probabilistically Checkable Proofs) alapkérdése, hogy ha adott egy allitas
és egy bizonyiték, ami elvileg tantusitja az allitas igazsagat, akkor a bizonyiték végigolvasasa
nélkiil, csak néhany helyen beletekintve, nagy valészintiséggel meg tudunk-e gy6zodni arrol,
hogy valéban az allitast igazolja.

Ennek fontos része a lokdlis tesztelés, avagy tulajdonsigtesztelés. Ez alatt azt érjiik,
hogy egy objektum egy tulajdonsagat vizsgilva nem végziink kimerito ellenérzést, hanem
megelégsziink azzal, hogy az objektumnak csak egy kis részét figyelve nagy valdszintiséggel
helyes eredményt kapunk, jéval hatékonyabban.

Fiiggvények vizsgalatakor példaul nagyon hasznos tud lenni, ha tudjuk a fliggvény-
rOl, hogy rendelkezik egy tulajdonsaggal, példaul linearis. Hasonlé a helyzet grafoknal is.
Manapséag rengeteg nagy halézat vesz koril benntinket, és ezek elemzésekor fontos meg-
tudnunk, hogy a graf rendelkezik-e valamely tulajdonsdggal. A hélézatok kiterjedt mérete
miatt a kimerito ellendérzés sokszor nem jarhato Ut, ezért érdemes lokalis tesztelést végezni.

A dolgozatban tobb ilyen fliggvény-, illetve graftulajdonsaggal kapcsolatos korabbi
elméleti eredményt is bemutatunk. A fiiggvények linearitdsanak tesztelését és annak elem-
zését részletesen ismertetjiik, ezenkiviil az alacsonyfoktusig, valamint az tn. diktattara és
junta tulajdonsagok ellenOrzésére is mutatunk algoritmust. Grafok esetén a parossagot és
azt a tulajdonsagot vizsgaljuk részletesen, hogy a graf nem tartalmaz feszitett részgrafként
négy hosszu kort. Ez utdbbi esetben a bizonyitas gondos végigkdvetésével és pontosabb
becslésekkel sikeriilt az eredmény konstansaiban némi javitast elérni.

A kvantuminformatika napjainkban tapasztalhato jelentds fejlédése, valamint elméleti
érdekessége miatt a dolgozatban a vizsgalt teriilet néhany kvantuminformatikai vonatko-
zasat is bemutatjuk. Konkrétan a juntak tesztelésének elemzését ismertetjik, valamint a
PCP-elméletnél is felmeriil§ interaktiv bizonyité rendszerekhez kapcsolodé CHSH-jatékot.

Fontos kérdés tovabba, hogy az elméleti korlatokhoz hogyan viszonyulnak a gyakor-
latban tapasztalt eredmények. Ezért a fliggvények linearitdsanak és a grafok parossaganak
teszteléséhez kapcsolédd algoritmusok implementéalasa és futtatasa soran kapott tapaszta-
lati eredményeket bemutatjuk, és Osszevetjiik az elméleti korlatokkal.



Abstract

The fundamental question of PCP theory (Probabilistically Checkable Proofs) is the fol-
lowing. We are given a statement and a proof that allegedly proves the statement. Is it
possible to decide (correctly, with high probability) whether the statement is actually true
without reading the whole proof, by only looking at a small portion of it?

Local testing or property testing plays an important role in this theory. In this setting, we
are interested in a property of an object, but we do not perform an exhaustive checking,
we only examine a small part of the object. This way, we can get the result much more
efficiently, and it will be correct with high probability.

For example, when we examine functions, it can be very useful to know if the function has
a certain property, e.g. if it is linear. The situation is similar with graphs. Nowadays, we
are surrounded by many huge networks, and for analysing them it is important to know
if they have a certain property. Due to the large size of the graphs, oftentimes it is not
possible to check the property exhaustively, so property testing seems to be promising.

In the thesis, multiple former theoretical results are presented about function and graph
properties like this. We review the testing algorithm for the linearity of functions as well
as its analysis. Furthermore, algorithms for testing low-degree functions, dictatorships
and juntas are also presented. In the case of graphs, we examine in detail bipartiteness
and the property of not containing a cycle of length four as an induced subgraph. In the
latter case, we managed to slightly improve some constants in a result by using some more
accurate bounds in its proof.

Because of the quick progression and the theoretical curiosity of quantum computing, some
related results of this field are also presented. Concretely, the analyses of junta-testing
and the CHSH game are reviewed. The latter is related to the interactive proof systems
that have a connection to PCP theory.

The relationship of the theoretical bounds and the results of real-world experiments is also
an important question. That is why the algorithms for testing the linearity of functions
and the bipartiteness of graphs were implemented, and the data gained by running them
are presented and compared to the theoretical bounds.
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1. fejezet

Bevezetés

Napjainkban gyakori probléma, hogy rengeteg adatbdl szeretnénk kinyerni valamilyen in-
forméciét (big data). Ilyen esetben méar az adat végigolvasasa is rendkiviil hosszadalmas
lehet, ezért sokszor a hagyoményos értelemben vett hatékony algoritmusok, amelyek a
bemeneti adat méretében polinomialisak, de még ha linearis 1épésszamuak is, sem elég
gyorsak. Szublinedris futasidejii algoritmusra van sziikség, ami nem is olvashatja végig a
bemenetét.

Ezt a tovabbiakban tgy értelmezziik, hogy adott egy nagy méretii objektum (ezt irja
le a rengeteg adat), amelynek valamely globdlis tulajdonsigéra vagyunk kivancsiak (azt
az informaciot szeretnénk kinyerni, hogy rendelkezik-e az objektum ezzel a tulajdonsag-
gal). Mindezt olyan algoritmussal kell megvaldsitani, ami kevesebb 1épést végez, mint az
objektum mérete. Ezt nevezziik tulajdonsagtesztelésnek vagy lokdlis tesztelésnek. Mivel
globalis tulajdonsagrél van sz, a bizonyosan korrekt valaszhoz sziikség lenne az objektum
végigolvasasara. Tehat ilyen médon nem biztosan, csak nagy valészintliséggel tudunk helyes
valaszt kapni, cserébe joval hatékonyabb lehet az algoritmus.

Mint kideriil, nem tudunk jelentésen névelni a hatékonysigon, ha azt a két esetet sze-
retnénk megkiilonboztetni, hogy teljesiil-e a tulajdonsag vagy nem. Valéjaban haromféle
bemenetet kaphatunk: ,teljesiil ra a tulajdonsag”; ,,tavol van attél, hogy teljesiiljon ra a
tulajdonsag”; ,szlirke zéna: nem teljesiti a tulajdonsagot, de kozel van hozza”. A tulaj-
donsagtesztel6 algoritmusok az els6 két esetet kiillonboztetik meg nagy valdszinliséggel, a
sziirke zénadba esé bemenetek ebben a kontextusban érdektelenek. Ez tgy is interpretél-
hato, hogy a bemenet valamennyire zajos lehet, példaul egy traffipax csak akkor biintet,
ha a mért sebesség a hibahataron feliil meghaladja a korlatot.

A bemeneti objektum lehet példaul egy fiiggvény, a vizsgalt tulajdonsig pedig az, hogy
a fliggvény linedris-e: sok esetben joval egyszerlibbé teszi egy fiiggvénnyel valé munkat,
ha tudjuk réla, hogy linearis. Ennek ellenérzése azonban rengeteg id6t vehet igénybe:
adott f fiiggvény esetén barmely harom bemenetre meg kellene nézni, hogy egy egyenesre
esnek-e. Ehelyett sokkal gyorsabb megoldas, ha csak néhany véletlen elemre ellendrizziik
ezt. Ugyanakkor kérdés, hogy ez a mddszer mennyire megbizhatd eredményt szolgaltat.

Gréftulajdonsdgokat is lehet tesztelni, példaul azt, hogy a bemeneti graf paros graf-e.
Maga a teszteld algoritmus ez esetben is nagyon egyszerti lesz: egy véletlenszertien kivalasz-
tott feszitett részgrafrol ellendrizziik, hogy paros-e. A téma bonyolultsidgat az adja, hogy
be kell bizonyitani, hogy ezek az egyszeri algoritmusok valéban elég nagy valdszintiséggel
adnak helyes eredményt.

Egy masik tesztelheto graftulajdonsag az, hogy a bemeneti grafban nincs négy hosszu
feszitett kor. Ennek a feladatnak a komplexitdsardl érdekes eredmények sziilettek, azon-
ban el6fordul, hogy egy cikkben nem forditanak figyelmet a végeredmény minél pontosabb
meghatarozasara, csupan a nagysagrendjére. Bar ez a hozzaallas elméleti szemmel teljesen



érthetd, az alkalmazasok szempontjabol mar fontosak lehetnek az ezen beliili kiilénbségek
is. Ezért valamennyit javitottunk/pontositottunk egy ilyen eredményben szerepl$ kons-
tansokon.

Ha maér széba keriiltek az alkalmazasok, azt is fontos latni az algoritmuselméleti ered-
ményeknél, hogy a tételekbdl kovetkezo elméleti korlatokhoz képest a valésadgban dltaldban
milyen hatékonysaggal miikodnek az algoritmusok. Emiatt néhdny tulajdonsagtesztel6 al-
goritmust implementaltunk, hogy Gsszevethessiik a gyakorlati eredményeket az elméleti
korlatokkal.

A tulajdonsdgteszteléshez kapcsolodik a PCP-elmélet (Probabilistically Checkable
Proofs) teriilete. Itt egy allitas igazsidgardl szeretnénk meggy6zOdni, és ehhez rendelke-
zésiinkre all valamilyen bizonyiték, aminek a végignézésével elvileg meggy6zodhetiink ro-
la. Azonban ez hosszadalmas lehet, ezért szeretnénk, ha csak néhany helyen belenézve a
bizonyitékba is nagy valdsziniiséggel helyesen tudnank donteni a kérdésben.

Ez hasonlé a kozismert NP nyelvosztaly tant tételéhez. Ennek értelmében azok az
L nyelvek taldlhaték NP-ben, amelyekre igaz, hogy ha = € L, akkor (és csak akkor)
z-hez adhaté egy (|z|-ben) polinomidlis méretii y tani (avagy bizonyiték), ami polinom
idoben ellendrizhetd. Ez az ellen6rz6 algoritmus altalaban végignézi y-t, annak valamilyen
tulajdonsagait vizsgalva. A PCP-elmélet azt a lehetOséget vizsgalja, ha nem olvassuk vé-
gig a bizonyitékot (tantt), hanem csak néhany véletlenszerii helyen belenéziink. Ekkor is
eldénthet6 nagy valészintiséggel helyesen, hogy valéban meggy6z6 bizonyiték-e y?

A kvantuminformatikanak is vannak kapcsol6dé teriiletei. Bemutatjuk a tulajdonsag-
tesztelés kvantumos valtozatanak alapjait, valamint egy példat is erre. Ezt Gsszevetjiik a
klasszikus megfelelgjével (amelyet szintén bemutatunk a dolgozatban). Ezenkiviil az tn.
interaktiv bizonyité rendszereket is megemlitjiik, mind klasszikus, mind kvantumos valto-
zatban.

A dolgozatot a fejezet tovabbi részében egy torténeti attekintéssel és a PCP-elmélet
altalanos bemutatasaval kezdjiik. A 2. fejezetben altaldnosan a tulajdonsagtesztelésrol ej-
tiink szét. Ezutan specialisan a fiiggvények lokélis tesztelésével kapcsolatos néhany korabbi
elméleti eredmény leirdsa kovetkezik a 3., valamint grafokkal kapcsolatosak a 4. fejezet-
ben. Egy konkrét graftulajdonsag, konkrétan a feszitett-Cy-mentesség tesztelésérol szol
az b. fejezet, ahol egy kordbbi bizonyitdst kévetve, de jobb becsléseket hasznalva ponto-
sitottunk egy eredményen. Az elméleti eredményekkel foglalkozé fejezetek kozill a 6. az
utolso, ez a targyalt teriilet kvantuminformatikai vonatkozasanak alapjait ismerteti. A 7.
fejezetben néhdny bemutatott mddszer sajat implementacidja révén tapasztalt gyakorlati
eredményeket vetjiik Ossze az elméleti korlatokkal. A dolgozat a 8. fejezet Osszegzésével
zarul.

1.1. A PCP-elmélet és a tulajdonsagtesztelés rovid torténete

Az alfejezet 6 forrdsa [Din05]. A PCP-elmélet szorosan kotddik az interaktiv bizonyita-
sokhoz (IP — Interactive proofs). Ezekrél el6szor az 1985-6s STOC konferencian megjelent
cikkiikben irt Goldwasser, Micali és Rackoff [GMRR&5]. Az IP az NP nyelvosztalyt bé-
viti olyan médon, hogy egyrészt mar nemcsak egy taniat kap az ellendr valamilyen nagy
tuddst ordkulumtdl (bizonyitd), hanem interakciéban van vele, azaz polinom sok kérdés-
valasz tizenet mehet kettejiik kozott. Masrészt privat médon véletlent hasznélhat az ellenor
(kénnyen belathaté, hogy determinisztikus interakcidk esetén pontosan NP-t kapjuk). Ez
azt jelenti, hogy az ellenér az tizenetei (kérdései) el6tt ,érméket dobalhat” ugy, hogy a
kérdése fligghet a kapott véletlentdl, de a dobasok eredményérdl a bizonyité nem tud. Ha
van ilyen szabalyok szerinti protokoll, amelyet haszndlva igaz egy L nyelvre, hogy = € L
esetén van olyan bizonyit6, amivel kommunikdlva az ellendr legalabb 2/3 valészintiséggel



elfogadja z-et, és x ¢ L esetén barmely bizonyitéval kommunikalva legaldbb 2/3 valészi-
niiséggel elutasitja azt, akkor L € IP. Belathat6, hogy nem valtozik meg a nyelvosztaly,
ha az els6 korlatot 2/3-rél megnoveljiik, akdr 1-re, és ha a masodikat 0-hoz tetszélegesen
kozelinek valasztjuk (1 — 27 "-nek, ahol n = |z|).

Az el6bb emlitett szerzoktdl fliggetleniil, ugyanazon a konferencian megjelent cikké-
ben dolgozta ki Babai az Arthur—Merlin-bizonyitasok elméletét [Bab85|. Itt az IP-hez
hasonl6 interaktiv bizonyitasokrél van sz, a lényegi kiilonbség az, hogy publikus vélet-
lent hasznél az ellendr (Arthur). Ez megfelel annak, hogy Arthur iizenetei a bizonyiténak
(Merlin) csupan véletlen bitek sorozatai. Az AM[k| nyelvosztaly azokbdl a nyelvekbél all,
amelyek felismerheték k db tizenetet hasznalé protokollal, ahol az els lizenetet Arthur
kiildi. Belathat6, hogy konstans k-ra AMI[k] = AM]2]. 1986-ban Goldwasser és Sipser be-
latta, hogy polinom sok iizenet esetén AM/[poly(n)] = IP [GS86]. Ezentul az IP jelolést
hasznéljuk.

Az vilagos volt, hogy NP C IP, és az is, hogy IP C PSPACE. 1986-ban Goldreich,
Micali és Wigderson megmutattak, hogy a graf-nemizomorfizmus probléma — amir6l nem
ismert, hogy NP-beli lenne — benne van IP-ben [GMWS6]. Igy azt sejtették, hogy az IP
az NP-nek egy enyhe kiterjesztése. 1988-ban Ben-Or, Goldwasser, Kilian és Wigderson
bevezette a tobb-bizonyitds interaktiv bizonyitasok osztalyat, ahol tobb, egymastdl el-
szeparalt bizonyitéval kommunikélhat az ellenér: MIP (Multi-prover Interactive Proofs).
Megmutattak, hogy polinom sok bizonyité ugyanazt a nyelvosztalyt eredményezi, mint két
bizonyit6 [BGKWSS].

Mivel a legtébben arra szamitottak, hogy az IP csak enyhe kiterjesztése az NP-nek,
meglepetéskét jott néhany hir 1989 végén. Elészor Nisan kiildott egy emailt, melyben
beldtta, hogy P#P C MIP, majd Lund, Fortnow és Karloff adott bizonyitést arra, hogy
P#P C IP [LFKN90]. Ebbdl kévetkezik, hogy az egész polinomialis hierarchia is IP-ben
van. Két héttel késobb, kardcsony masnapjan elkiildott emailjében Shamir megmutatta,
hogy IP = PSPACE [Sha90]. Harom hétre r4 Babai, Fortnow és Lund azt bizonyitotta
be, hogy MIP = NEXP [BFL90).

Miutan kideriilt, hogy az IP ennyire tag osztily, a kutatdk olyan korldtozasokat ke-
restek az ellenor képességeire nézve, amelyek betartasaval végiil visszakapjuk NP-t. Volt,
aki az ellendr tarhasznalatat [Con91], mas az idejét [BFLS91] prébalta korlatozni. Ezekbél
a kisérletekbdl is sziilettek érdekes eredmények, példaul kozelitd algoritmusok tekinteté-
ben. A leggylimolesozdbb irdnynak végiil az bizonyult, ahol az ellendr véletlen bitjeinek
szamat és a bizonyitasbol kiolvasott bitek szamat egyszerre korlatozzuk: ez a PCP-k (Pro-
babilistically Checkable Proofs) teriilete.

A tovabbiakban a kovetkezd forgatokonyvvel dolgozunk [ABO09]: az ellendr egy V
polinom idékorlatos randomizalt Turing-gép (algoritmus), aki az = € {0,1}" bemenet L
nyelvbe tartozasarol szeretne meggy6z&dni. Ehhez kap egy 7 € {0, 1}* bizonyitast, O(r(n))
véletlen bitet hasznalhat, és O(q(n)) bitet kérdezhet le m-bél, méghozza adaptivitas nél-
kiil (azaz a kovetkezd lekérdezés nem fiigghet a korabbiakra kapott eredménytél). Jelolje
V7 (z) azt a valészinliségi valtozot, hogy V elfogadja-e, hogy = € L, ha a fent leirt médon
hozzéférése van a 7 bizonyitdshoz: az elfogadds eseményét V™ (z) = 1 jeldli.

1.1. Definicié. A PCP[r(n),q(n)] nyelvosztily azokbol az L nyelvekbdl all, amelyekre
létezik a fenti forgatokonyv szerinti V- algoritmus, hogy

o hax € L, akkor Im € {0,1}*, amelyre Pr[V™(z) =1] = 1;
o hax ¢ L, akkor Vm € {0,1}* esetén Pr[V7(z) =1] < 1/2.

A kovetkezd években tobb olyan eredmény sziiletett, amelyek azt lattdk be, hogy
az 1.1. definiciéban szereplé r(n) és q(n) fiiggvények megfelels rogzitésével teljesiil, hogy



NP C PCP[r(n),q(n)] [FGL*91, AS92]. A végsé ilyen eredmény 1992-b8l szarmazik, és
PCP-tételként szokés hivatkozni rd [ALM192].

1.1. Tétel. NP C PCP|logn, 1]

Tehat egy NP-beli nyelvbe tartozas nagy valdszintiséggel torténd eldontéséhez ele-
gend6 O(logn) random bitet hasznélva konstans sok helyen belenézni a bizonyitdsba. Sét,
Hastad [Ha01] cikke alapjan elég konkrétan harom bitet megnézni.

Az 1.1. tétel bizonyitasa hosszi, bonyolult, és nem is tartozik minden része szorosan
a jelenlegi f6 témahoz. Annyit viszont megemlitiink rdla, hogy a lényege az, hogy tébb
lépésben konstrualunk egy egyszerii bizonyitasbol egy olyan, masik bizonyitast, ami mar
megfelel a feltételeknek. Ekozben tobb, a dolgozatban targyalt témakor is fontos szerepet
kap, példaul a linearitas és az alacsonyfokisag tesztelése, valamint az interaktiv bizonyi-
tasok. Ez is mutatja, hogy szoros a kapcsolat a PCP-elmélet és a tulajdonsagtesztelés
kozott.

A tulajdonséigtesztelés torténete a '90-es években indult; ennek attekintéséhez Gold-
reich tulajdonsdgtesztelésrol irott konyvének [Goll7] 1.4. alfejezetét hasznaltuk. El6szor
Blum, Ruby és Rubinfeld 1993-mas cikkében [BLR93] jelent meg a téma, ekkor még imp-
licite, és leginkabb a fliggvények linearitasdnak tesztelését mutattak be. Ezt Rubinfeld és
Sudan 1996-os cikke [RS96] kovette, amelyben mar egy absztraktabb megkozelitést hasz-
néltak, az in. robusztus karakterizaciét, ami specialis esete a tulajdonsagtesztelésnek.

A tulajdonsagtesztelést dltalanosan és rendszerezetten el6szor Goldreich, Goldwasser
és Ron vizsgalta 1996-ban [GGRIS|. Ok mér énmagéban, egy tjfajta szamitasi problé-
maként tekintettek ra. Féleg graftulajdonsiagok tesztelésével foglalkoztak, és naluk mér
a grafok megadasa szomszédsdgi matrix alapon tortént, mig Goldreich és Ron kés6bbi
cikkében [GR04] szomszédségi lista alapon.

A PCP-elmélet és a tulajdonsagtesztelés kapcsolata abban is tetten érheté, hogy min-
den PCP-konstrukeié esetén sziikséges egy bizonyos kédba tartozas tesztelése (a beme-
net kédszo-e). Az ilyen kédokat nevezziik lokélisan tesztelheté kédoknak (locally testable
codes); és ezek szoros kapcsolatban dllnak a lokalisan tesztelhetd bizonyitékokkal (locally
testable proofs), amelyeket PCP-knek is neveznek.

1.2. Kiilonboz6 PCP formalizmusok

Az 1.1. definiciéban egy randomizalt Turing-géppel és altala kapott bizonyitassal defini-
altuk a PCP-t. Ugyanakkor a térténelmi eredetéhez kozelebb 4ll6 médon is megfogalmaz-
hat6, t6bb-bizonyités interaktiv bizonyit6 rendszerként (MIP). Ez tekinthetd egy koope-
rativ jatéknak, amit k& db jatékossal jatszik egy bir6. A bir6 (ellendr) kérdéseket tesz fel
az egyes jatékosoknak (bizonyitoknak), akik erre valaszolnak tgy, hogy kézben nem kom-
munikalnak egymassal. A jatékosok célja tigy valaszolni, hogy a bird elfogadja a valaszok
Osszességét. Az, hogy mit fogad el a bird, mindenki szdméra ismert, és a kérdésektdl is
fligg.

Miel6tt az elsé kérdést elkiildené a bird, de miutan az elfogadas feltétele mar ismert,
a jatékosok megdllapodhatnak egy stratégidban. Ez utdn minden i € [k] jatékos (ahol
[k] az {1,...,k} halmazt jeloli) egy egyszerii f; fiiggvényként interpretédlhaté: bemenete
a kérdés, kimenete a valasz. Egy G jaték értékét w(G)-vel jeloljiik: ez alatt a jatékosok
sikervalészintiségének maximumat értjik, vagyis azt, hogy a legjobb stratégiat (melyik
jatékos milyen fluggvény szerint védlaszoljon) vilasztva milyen valdszintiséggel (a feltett
kérdéseken értelmezve) fogadja el a valaszaikat a biré.



1.2. Definicié. Egy k egész esetén egy k-résztvevds G jdtékot meghatdroznak

o lehetséges kérdések véges halmazai: Q1, ..., Qk (melyik jatékosnak milyen kérdéseket
tehet fel a bird);

o egy T valdsziniségi eloszlds a Q1 X --- X Qk halmazon (melyik kérdéseket milyen
valdsziniséggel teszi fel a bird);

o lehetséges vdlaszok véges halmazai: Ay, ..., Ay (melyik jitékos mit vdlaszolhat);

o dontési predikdtum: V : (Ap X -+ X Ap) X (Q1 X -+ X Q) = {0,1} (mit fogad el a
bird).

A jaték értéke:

= FeQ A 2 m(qus - a)V(fila), - frlar) s - ar)-
o Z(qlv-ka)Glemek

Ebben a formalizmusban a PCP-tétel a kovetkezoképpen irhaté.

1.2. Tétel. Barmely L € NP-re létezik olyan polinom iddben szdmithato leképezés, ami
az x bemeneti karaktersorozathoz eqy G, k-résztvevds jatékot rendel, ahol k € O(1), és

o hax € L, akkor w(Gy) = 1;
e hax ¢ L, akkor w(Gy) < 1/2.

1.2.1. Megjegyzés. A tétel mdsik megfogalmazdsa: van olyan G konstans résztvevds
jaték, amely esetén NP-nehéz feladat megkilonboztetni az w(G) = 1 esetet az w(G) < 1/2
esettol.

Egy harmadik valtozatban is felirhaté a PCP, ami kényszerkielégitési probléméakkal
(CSP — Constraint Satisfaction Problems) kapcsolatos. Ebben a formalizmusban binaris
valtozékon adott néhany kényszer (Boole-formula), amelyek egyenként w darab binéris
valtozét tartalmaznak. Egy ilyen kényszerkielégitési probléméat wCSP-vel jeloliink. Az a
kérdés, hogy a valtozok tetszoleges behelyettesitésével legfeljebb hanyadrésze elégithetd
ki a kényszereknek. Vegyiik észre, hogy w = 3 esetén a jol ismert Max-3SAT problémét
kapjuk.

Ebben a formalizmusban a PCP-tétel:

1.3. Tétel. Bdrmely L € NP-re létezik olyan polinom idében szdmithato leképezés, ami
az x bemeneti karaktersorozathoz egy olyan CSP-t rendel, ahol

e ha x € L, akkor van olyan behelyettesitése a viltozoknak, ami a kényszerek mind-
eqyikét kielégiti;
e ha x & L, akkor nincs olyan behelyettesitése a vdltozéknak, ami a kényszerek tobb

mint felét kielégitené.

1.3.1. Megjegyzés. A tétel mdsik megfogalmazdisa: van olyan w egész és p € (0,1),
amely esetén egy wCSP-rél NP-nehéz feladat megkiilonboztetni azt a két esetet, hogy a
mazimdlisan kielégithetd kényszerek ardnya 1, vagy legfeljebb p.

Belathaté, hogy a hiarom tétel (az 1.1., az 1.2. és az 1.3. tétel) ekvivalens egymaéssal.
A bizonyitastdl eltekintiink.



2. fejezet

Tulajdonsagtesztelés

Tulajdonsédgtesztelésrél (property testing) akkor beszéliink, amikor gy vizsgéljuk egy
adott objektumnak egy bizonyos globdlis tulajdonsagat, hogy azt nem ellendrizziik tel-
jeskoriien, hanem csak lokalisan tekintiink bele az objektumba — ezért lokalis tesztelésnek
is nevezziik. Ekkor nem tudjuk biztosra venni, hogy j6 eredményt kaptunk, csupan nagy
valoszintiséggel helyesen kiilonboztetjiilk meg azt a két esetet, hogy az objektum teljesi-
ti a vizsgalt tulajdonsagot, vagy ,tavol” van attol. Cserébe sokkal gyorsabb, tipikusan
szublinearis 1épésszamu algoritmust kapunk.

Ez szorosan kapcsolddik az igéretproblémak, azon beliil is féleg a hézagproblémak
teriiletéhez, ezért eloszor ezeket mutatjuk be, ezutan pedig a tulajdonsigtesztelés alapjait
ismertetjiik a fejezetben.

2.1. Igéretprobléméik (promise problems)

A bonyolultsdgelméletben altaldban eldontési problémékrdl beszéliink, azaz olyan prob-
lémakrol, amelyek bemenetére vagy teljesiil a vizsgdlt tulajdonsig, vagy nem. Ez Gssz-
hangban van a formélis nyelvekkel fennallé kapcsolattal: a bemeneti sz6 vagy eleme a
problémédhoz tartozé nyelvnek, vagy nem: tehat az x széra vagy x € L, vagy x € ¥*\ L
teljesiil, nincs harmadik lehetGség.

Ugyanakkor mér itt is észrevehetjiik, hogy mégis szoba johet egy harmadik lehetGség:
mi van akkor, ha = ¢ ¥* azaz a bemenet tartalmazhat a ¥ dbécén kiviili karaktereket?
Néhany konkrét példa esetén még hangsilyosabb ez a lehetoség. Példaul legyen L az olyan
grafot leir6 karaktersorozatok halmaza, amelyek harom szinnel szinezheték. Ekkor nyilvan-
valdan az a lényeg, hogy a grafok koziil megkiilonboztessiik a harom szinnel szinezhetéket
a nem szinezhetoktol. De mi lesz azokkal a bemenetekkel, amelyek nem grafot irnak le?

Erre a szokasos valasz, az, hogy azok nincsenek L-ben, hiszen ahhoz, hogy valami egy
harom szinnel szinezhetd graf legyen, elészor is grafnak kell lennie. Es ez jél is miikodik
ebben az esetben: linearis idoben ellenorizhetd, hogy a bemenet megfelel-e a grafleirdshoz
kapcsolt szintaktikai megkotéseknek. Tehat nem okoz komplexitasbeli gondot, ha elészor
ellendrizniink kell, hogy olyan-e a bemenet, amit varunk.

Am ez nem minden esetben van igy. A kovetkezd példdban legyen L az olyan
Hamilton-kort tartalmazé grafok halmaza, amelyekben van teljes parositas (TP). Itt mar
egyaltaldn nem mindegy, hogy feltehetjiik-e a bemenetrdl, hogy egy Hamilton-kort tartal-
mazé graf, vagy azt nekiink kell ellenérizniink, ugyanis a Hamilton-kor probléma NP-teljes.
Ezért ha tudjuk, hogy a bemenet megfelel az ,igéretnek”, hogy tartalmaz Hamilton-kort,
akkor ahhoz, hogy eldontsiik, L-be tartozik-e, elegendé megnézniink, hogy mi a graf csu-
csainak paritdsa: ha paratlan, akkor nem lehet benne TP, ha pedig paros, akkor van (a
Hamilton-koér minden méasodik éle épp TP-t alkot). Azonban ha nem bizhatunk az igéret-



ben, akkor a TP keresése mellett (ami 6nmagdban még eldénthetd polinomidlis idében)
Hamilton-kort is keresniink kell — legaldbbis akkor, ha van a grafban TP. Ugyanis az el6z6
bekezdésben irt szokasos megoldas alapjan csak TP-vel és Hamilton-korrel egyarant ren-
delkez6 grafok vannak L-ben. A Hamilton-kor keresése viszont a tudomany jelenlegi dllasa
szerint reménytelen, hogy polinomialis idében sikeriiljon.

2.1.1. Néhany definicié

Azt lattuk, hogy van olyan eset, amikor fontos kiilonbséget jelent, hogy feltételezhetjiik-e,
hogy a bemenetek rendelkeznek egy adott ) tulajdonsaggal. Ezt a tulajdonsagot nevezziik
igéretnek (promise): az illet, aki megbizott minket azzal, hogy doéntsiik el bemenetekrol,
hogy rendelkeznek-e egy masik, R tulajdonsiggal (avagy L-beliek-e), ,,megigéri” nekiink,
hogy csak olyan bemeneteket kaphatunk, amelyekre a @) tulajdonsdg teljesiil, igy ennek
ellenorzésével nem kell foglalkoznunk.

Az igéretproblémékat Even, Selman és Yacobi vezette be 1984-es cikkiikben [ESY84].

2.1. Definicié. Egy igéretprobléma egy (Q, R) pdr, ahol Q és R predikdtumok, elébbi
az igéret, utobbi a vizsgdlt tulajdonsdg. Egqy M determinisztikus Turing-gép megoldja a
(Q, R) problémdt, ha minden x bemenetre

Q(z) = [M(z) megdll A (M (z) = 1< R(x))].

Ahol M(x) = 1 azt jeloli, hogy az M Turing-gép/algoritmus elfogadja az = bemenetet,
avagy igenld valaszt ad rd (M (z) = 0 pedig hasonlbéan az elutasitist, a nemleges valaszt
jelenti). Ezt a jelolést hasznaljuk a tovabbiakban is. Tehat ha teljesiil az igéret a bemenetre,
akkor a Turing-gép megall ezen a bemeneten, és pontosan akkor fogadja el, ha teljesiil ra
a vizsgalt tulajdonsig.

2.2. Definicié. A (Q, R) igéretprobléma megoldhatd, ha van olyan M Turing-gép, ami
megoldja; ekkor az M dltal elfogadott L(M) nyelvet a (Q, R) probléma egy megolddsdnak
nevezziik.

Vilagos, hogy egy igéretproblémanak tobb megoldasa lehet, ugyanis a 2.1. definicio
csak azokrdl a bemenetekrél mond valamit, amelyekre teljesiil a @) predikatum. Tehat az
igéretet nem teljesité bemenetek barmelyike akar beliil, akar kiviil is lehet egy L megol-
dason.

Az igéretproblémak méas moédon is definidlhaték. Tekintsiik most -t és R-et hal-
mazokként, azaz azon lehetséges bemenetek halmazaiként, amelyekre teljesiil az adott
predikdtum. Az elébbiekben @) és R segitségével definidltuk az igéretproblémakat. Azon-
ban mivel dgyis csak a @-beli elemekrél mondunk valamit, tekinthetjiikk helyettiikk a
Iicen = Q@ N R és a Ilypm = Q \ R halmazokat is (2.1. ébra).

Tehat a két vizsgdlt halmaz (avagy tulajdonsig) az, hogy a bemenet, ami teljesiti
az igéretet, ezenfelill a vizsgdlt tulajdonsagot is teljesiti-e. Ez alapjan is harom csoportba
oszthatok a lehetséges bemenetek:

o IGEN-példanyok: a IlIjggn-beliek, akiket el kell fogadni, mert az igéretnek és a vizs-
galt tulajdonsdgnak is megfelelnek;

o« NEM-példanyok: a Ilxgm-beliek, akiket nem szabad elfogadni, mert az igéretnek
megfelelnek, de a vizsgdlt tulajdonsdgnak nem;

« anem megengedett elemek, amelyeket akar el is fogadhatunk (vagy nem), mivel nem
felelnek meg igéretnek — a 2.1. abran ezt a részt vilagossziirke hattér jeloli.

Goldreich ez alapjan adott ekvivalens definiciét az igéretproblémakra [Gol05].
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2.3. Definicié. A II igéretprobléma két diszjunkt halmazbdl allé par: (Iygen, Ngwm), ahol
Ihigen, IInem C 2%, és Iigeny NIIngm = 0. Igéretnek a gy U llngym halmazt nevezziik.

Lathato, hogy az eredeti definiciéval 6sszhangban igéretnek a Iljgpny U lIngm = @
halmazt nevezziik. A tovabbiakban a 2.3. definiciét hasznéljuk.

[géretproblémakhoz is adhaték olyan nyelvosztilyok, mint az eldéntési problémak
esetén példaul a P, NP, BPP!. Mivel a dolgozatban randomizalt algoritmusokrél van
sz0, szémunkra a BPP nyelvosztalynak az igéretprobléméakra vonatkozé megfelelGje lesz
a legfontosabb, de példaként a P megfelel6jét is bemutatjuk.

2.4. Definicid. P azon igéretproblémdk osztilya, amelyek determinisztikus algoritmussal
polinomidlis iddben megoldhatok. Azaz 11 = (IligeN, lIngm) € P, ha van olyan A polinom-
ideji determinisztikus algoritmus, amire teljestlnek az aldabbiak.

o Vz € lljgpn esetén A(z) =1;
o Vz € llNgm esetén A(z) = 0.

(Ismét, A(z) = 1 a bemenet elfogadasat, A(z) = 0 pedig az elutasitdsat jelenti.)
Eszrevehetjiik, hogy a Iljgpn U lngm {géreten kiviili bemenetekrdl ez a definicié sem
mond semmit.

2.5. Definicié. BPP azon igéretproblémdk osztdlya, amelyek randomizdlt algoritmussal
polinomidlis idében megoldhatdk. Azaz 11 = (Iljgen, Ungm) € BPP, ha létezik olyan A
polinomidejii randomizalt algoritmus, amire teljestlnek az alabbiak.

o Vo € lljgpn esetén Pr[A(z) = 1] > 2/3;
o Vx € IlNgm esetén Pr[A(x) = 1] < 1/3.

Felhivjuk ra a figyelmet, hogy szandékosan jeloljiik eltéro irdsmoéddal az eldontési
problémak és az igéretproblémék nyelvosztalyait: el6bbieket félkovér, utébbiakat kalligra-
fikus betiikkel irjuk. Ugyanis nem egyezik meg a két-két osztdly, hanem az igéret-valtozat
bizonyos értelemben tartalmazza az eldontési valtozatot. Hiszen minden L eldéntési prob-
lémahoz rendelhetd egy trividlis (L,X* \ L) igéretprobléma, ahol az igéret nem mond
semmit, mivel Iljgpy U lIngy = L U (X \ L) = ¥*. Ekkor az L-et megold6 algoritmus
(L,X*\ L)-et is megoldja, igy tovabbra is teljesiil L id6korlatja. Azonban a mésik irdnyba
ez nem mindig miikédik, erre volt példa a Hamilton-kort tartalmazoé grafok kozil a teljes
parositast tartalmazék halmaza. Tehat, némileg helytelen jelléssel, pl. P C P a kapcsolat.

!BPP azon problémék osztilya, amelyek polinom idében megoldhaték randomizélt algoritmussal.
Avagy azon nyelveké, amelyekre 1étezik Eket felismerd polinom idSkorldtos randomizalt Turing-gép.



2.1.2. Hézagproblémak (gap problems)

A hézagproblémak olyan specidlis igéretproblémak, ahol az IGEN- és a NEM-példanyok
kozott van egy ,hézag”. Ez alatt azt értjiik, hogy van egy, a lehetséges bemenetek halma-
zan értelmezett tavolsdgmértékiink; és azt mondjuk, hogy a vizsgalt tulajdonsigot teljesitd
elemeket (IGEN-példdnyok) elfogadjuk, mig az ezektél egy bizonyos e tavolsagnal tdvolabb
léviket (NEM-példanyok) elutasitjuk. A kett6 kozotti, tehat a tulajdonsidggal nem rendel-
kezd, de azokhoz elég kozeli (legfeljebb e tavolsagra 1évé) elemekrél barhogy donthetiink —
a 2.2. dbran ezek a vilagossziirke savba esnek: ,sziirke zona”. Tehat itt az igéret az, hogy
vagy a tulajdonsiggal rendelkezé elemeket kapunk, vagy olyanokat, amelyek tavol vannak
a tulajdonsag teljesitésétol.
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2.2. dbra. A hézagproblémak abrazoldsa.

Az e tavolsdgparamétert altalaban bemenetként megkapja az algoritmus az x mellett,
de adott esetben lehet egy el6ére rogzitett globalis paraméter is. Ezért az igenlé valasz
tobbet mond, ugyanis ez nem fiigg a tavolsagparamétertdl; mig a nemleges valasz mindig
csak az adott e-ra vonatkozik.

Ha két objektum tévolsdga nagyobb, mint €, akkor azt mondjuk, hogy e-tdvol vannak
egymastol; ellenkezd esetben e-kdzel vannak egymashoz. Hasonldéan definialhatjuk egy ob-
jektum és egy tulajdonsag e-tavolsagat. Egy = objektum e-tdvol van a T tulajdonsagtol,
ha barmely y-tol, ami teljesiti T-t, e-tavol van; ellenkez6 esetben = e-kézel van T-hez.

Tulajdonségtesztelés esetén a bemenet egy (z, €) péar, ahol x a vizsgdlt objektum leira-
sa, € pedig a tavolsagparaméter. Az (z,¢) par IGEN-példany, ha x rendelkezik a vizsgalt
tulajdonsaggal; és NEM-példany, ha x e-tavol van a tulajdonsagtol.

2.2. Tulajdonsagtesztelés

Az alfejezethez felhasznédltuk Goldreich graftulajdonsag-tesztelésrdl irott osszefoglaldjét
[Gol10] és a tulajdonsigtesztelésrél irott konyvének [Goll7] 1. fejezetét.

A tulajdonsagtesztelés a megfeleld eldontési probléma relaxélt valtozatdanak tekint-
hetd. A cél, hogy a (jellemz&en szublinedris futdsidejli) algoritmus nagy valészintiséggel
fogadja el a tulajdonsiggal rendelkez6 objektumokat (IGEN-példéanyok), és szintén nagy
valésziniiséggel utasitsa el azokat, amelyek tdvol vannak a tulajdonsag teljesitését6l (NEM-
példanyok).

2.2.1. Alapveto definiciok

Azt mér emlitettiik, hogy a tesztel6 bemenete egy (x,€) par, ahol x a vizsgalt objektum,
€ pedig a tavolsagparaméter. De milyen médon adott az algoritmus szaméra x, ami lehet
egy hatalmas graf is? Ez a konkrét objektumtol fiigghet, de altalaban egy orakulumon



keresztiil érhetd el. Az ordkulum-hozzdférés (oracle access) azt jelenti, hogy az objektumot
egy fiiggvényként reprezentaljuk, és az algoritmus ehhez a fliggvényhez intézhet lekérdezé-
seket: feltesz neki egy kérdést, és megkapja ra a valaszt, hogy ott milyen értéket vesz fel.
(Vegyiik észre, hogy ez megfelel a standard RAM-modellnek.) Példdul egy graf esetén a
teszteld ismeri a graf csticsainak szamat, az orakulum pedig egy csticsparbél allé kérdésre
megmondja, hogy szomszédosak-e a grafban.

Tulajdonsagteszteléshez tehat két fontos dolgot kell elére meghatarozni. Egyik az ob-
jektumhoz val6é hozzdférés modja, tehat az, hogy az ordkulumhoz milyen kérdéseket lehet
intézni. A masik egy tdvolsdagmérték, hogy meg tudjuk hatarozni a lehetséges bemeneti
objektumok tavolsigit. Ez ahhoz sziikséges, hogy megallapithassuk, melyek azok az ob-
jektumok, amelyeket el kell utasitani, azaz e-tdvol vannak a tulajdonsiagtol. A hozzaférés
modja alkalmasint meghatarozza a tavolsagmértéket.
kideriil, pontosan mit értiink a kordbbiakban sokszor hasznalt ,nagy valészintiséggel” ki-
fejezés alatt.

2.6. Definicid. Tegyiik fel, hogy az A algoritmusnak ordkulum-hozzdférése van az x beme-
neti objektumhoz. Azt mondjuk, hogy A a T tulajdonsdgot teszteld algoritmus, ha minden
€ > 0 tdvolsagparaméter esetén teljesiti az alabbi két feltételt.

o Hax €T, akkor Pr[A(z) =1] > 2/3.
o Ha x e-tdvol van T-t6l, akkor Pr[A(x) =1] <1/3.

A fentiekben 1/3 hibavalésziniiség szerepel, de ehelyett tetszéleges 1/2-nél kisebb (de
0-nal nagyobb) konstans is megfelel, ugyanis egy tesztel§ algoritmust t-szer futtatva, és
a futdsok eredményeibdl a tobbségi eredményt valasztva, t-ben exponencidlisan csokken
a hibazas valdszinlisége. Bizonyos tulajdonsagok esetén adhaté olyan algoritmus is, ami
az x € T bemeneteket 1 valdszinliséggel elfogadja. Ez esetben azt mondjuk, hogy A-
nak egyoldali hibdja van. Ekkor, ha az algoritmus elutasité valaszt adott, akkor biztosan
tudhatjuk, hogy a bemenet nem rendelkezett a T' tulajdonsaggal.

Az ordkulum-hozzaférésbdl kovetkezik, hogy a teszteld algoritmusok bonyolultsagat
nemcsak az idé- (és esetleg tér-) komplexitassal jellemezhetjiik, hanem a lekérdezésbonyo-
lultsdggal (query complexity) is. Egy tesztelé lekérdezéskomplexitasa azt adja meg, hogy
az algoritmus a futdsa sordn hényszor fordul az ordkulumhoz az e tavolsdgparamétertél
és esetleg az objektum méretétdl fiiggben. Egy n méretli objektum esetén n kérdés nyil-
van elég: a cél az, hogy n-ben szublinearis legyen a lekérdezésbonyolultsag, de még jobb,
ha fiiggetlen n-t6l. Ezenfelil az e-tél vald fiiggését is figyeljiik a lekérdezések szamanak,
példaul, hogy polinomidlis-e 1/e-ban. Leggyakrabban a lekérdezés- és az id6bonyolultsag
hasznélatos a tulajdonsagteszteld algoritmusok komplexitasdnak jellemzésére. Egy teszteld
algoritmust altalaban hatékonynak neveznek, ha az idébonyolultsaga polinomidlisan fiigg
a lekérdezésbonyolultsagatol. Mi viszont f6leg a lekérdezéskomplexitast figyeljiik, igy adott
esetben példaul inkabb az 1/e-ban polinomidlis kérdésszamot tekintjiikk hatékonynak.

Tovabbi fontos jellemz6je a tesztel6 algoritmusnak, hogy a koévetkezd lépéseihez
felhasznalhatja-e a korabbi 1épésekbdl szerzett informéciét. Ha igen, akkor adaptiv, egyéb-
ként nem adaptiv a tesztelo. Utdbbi esetben tehat csak elore meghatarozott, fix 1épéseket
végezhet; illetve randomizalt algoritmus esetén a generalt véletlentdl is fligghet a kévetkezd
lépése.

Vannak olyan tulajdonsagok, amelyek tesztelheték egy olyan alap algoritmus tobb-
szori végrehajtasaval, aminek a végrehajtasa nem igényli a tavolsagparaméter ismeretét —
csak az ismétlések szama fiigg téle. Az ilyen algoritmusokat tdvolsdgfiiggetlen teszteldknek
nevezzilkk (POT — Proximity Oblivious Tester). Egy T' tulajdonsigot tesztel6 POT a T-
beli elemeket legalabb 7 valészintiséggel elfogadja (7 € (0, 1]); de leggyakrabban egyoldali
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hibdja van, azaz 7 = 1. A nem T-beli elemek elfogadasinak valdszinlisége az elem T-t6l
vett tavolsdgaval monoton csokken 7 ald?. Egy POT lekérdezésbonyolultsiga a vizsgalt
objektum n méretétodl fiigghet, de néha ettdl is fiiggetlen, azaz konstans. Belathato, hogy
ha egy tulajdonsagra van POT, akkor ennek a tobbszori végrehajtasaval standard tesz-
telé algoritmust kaphatunk®. Az igy kapott teszteldnél sok esetben adhaté jobb teszteld
algoritmus, illetve bizonyos tulajdonsidgokra van hatékony teszteld, de nem adhaté j6 POT.

2.2.2. A tavolsagparaméter szerepe

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért van sziikség arra, hogy hézagproblémak tesztelését néz-
ziik: nem lehetne-e a T-belisér6l /nem T-beliségrol hatékonyan, nagy valészintiséggel helye-
sen donteni ahelyett, hogy a T-beli elemeket a T-t6] e-tavol 1évoktdl kiillonboztetjiik meg.
A vélasz az, hogy nem, és ez konnyen lathatd egy egyszerii példan. Vegyiik azt a prob-
lémat, amikor egy adott, n hosszi bitsorozatban talalhat6 egyesek szamanak a paritasat
szeretnénk meghatarozni (azaz a vizsgalt T tulajdonsdg példaul az, hogy az egyesek szama
paros). A teljesen korrekt valaszhoz mind az n bitet meg kell vizsgélni, hiszen barmelyik
bit az ellenkezGjére tudja forditani a valaszt. Ha akdar egyetlen bitet is figyelmen kiviil
hagyunk, 1/2-1/2 a valdszinlisége annak, hogy az egyesek szdma péaros, illetve paratlan.
Tehét ha 1/2-nél nagyobb val6szintiséggel szeretnénk jél donteni, akkor mindenképp végig
kell nézni mind az n bitet. Ellenben ha a hézagprobléma valtozatot nézziik az € > 1/n eset-
ben, akkor trividlis a valasz, hiszen minden n hosszt bitsorozatban egyetlen bit értékével
biztosithat6, hogy megfelels legyen a paritds. Azaz barmely n hosszi bitsorozat 1/n-kozel
van ahhoz, hogy paros (vagy paratlan) legyen benne az egyesek szama. Igy egyetlen bitet
sem kell elolvasni a bitsorozatbdl, egyszerlien barmely bemenetet elfogadhatja a teszteld
algoritmus. (Ha pedig € < 1/n, akkor az dsszes elem vizsgdlata kevesebb mint 1/e kérdést
jelent, ami hatékony: n-tél fliggetlen, 1/e-ban pedig linearis.)

Nézzik meg, miért elégedhetiink meg sok esetben azzal, hogy a tulajdonsigot nem
teljesitd, de ahhoz e-kozeli objektumokat minden tovabbi nélkiil elfogadhatja az algoritmus.

e Gyakran elég egy kozelité megoldast adni, a koézelité algoritmusoknak is ezért van
létjogosultsaga.

o El6fordulhat, hogy bar teljesen megfelelé objektumra van sziikség, az algoritmus
futtatasa utan lehetéségiink van némi koltség fejében kis mértékben modositani az
objektumon. Példaul paros grafokat keresiink. Ha egy grafrél, amit elfogadott a
teszteld, kideriil, hogy nem péros (de nagy valésziniiséggel e-kozel van hozzd), akkor
elég néhany élet kitérolni beldle, hogy péaros grafot kapjunk. Idetartozik az az eset
is, amikor zajos csatornan kapjuk az adatokat: a feladénal még paros volt a graf, de
a cimzetthez mar kicsit médosulva érkezik meg. Ha a kitorolt élek szaméaval ardnyos
a moédositas (hibajavitds) koltsége, akkor az e-kozeliség miatt nagy valdsziniiséggel
biztositott, hogy olcsé lesz a javitas.

o Hasznalhatjuk a tesztel6 algoritmust egy lassabb, pontos algoritmus futtatdsa elétt
el6zetes ellendrzésre. Ha a teszteld elutasit, akkor nem futtatjuk a lassi algoritmust
— egyoldali hiba esetén ekkor teljesen biztosan elutasitand a pontos algoritmus is.
Ezzel jelent6s mennyiségli idot takarithatunk meg, kiilonésen akkor, ha olyan eset
all fenn, ahol a bemenetek tipikusan vagy T-beliek, vagy tavol vannak téle. Sot, ha

2Formalisan: ha z a vizsgélt elem, aminek a T-t61 vett tavolsaga dr () > 0, akkor annak a valészintisége,
hogy a POT elfogadja z-et, feliilrél becsiilheté 7 — o(d7(z))-szel, ahol ¢ : (0, 1] — (0, 1] egy monoton noévs
fliggvény.

3 A végrehajtasok szama egyoldali hibaji POT esetén O(1/0(¢)), dltaldnos esetben O(1/0(¢)?), ahol € az
ismételt futtatiasokkal kapott tesztel6 tavolsdgparamétere, o pedig a fent emlitett monoton névé fiiggvény.
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biztosan csak ez a két eset all fenn, akkor a tesztelé algoritmus (nagy valdszintiséggel)
teljesen j6 eredményt ad, igy lehet, hogy nem is kell futtatni a pontos algoritmust.

Megjegyezziik, hogy a tesztelésnek adhatd egy olyan altalanositasa, amelyet tolerdns
tesztelésnek neveznek. Ebben az esetben az elfogadand6 bemenetek nem csak a T-beliek,
hanem a T-hez €'-kozeliek, ahol € < € masodik tavolsdgparaméter. Tehat ,toleraljuk” a T-
t61 valé nagyon kicsi eltérést. Egy ilyen tesztel6t € -tolerdnsnak neveziink. Gyakran €’-t az e-
nak — és idénként a vizsgélt objektum n méretének — egy régzitett fliggvényeként adjak meg
(pl. € = €/2). A szokdsos — eddig és a tovabbiakban is targyalt — tulajdonsagtesztelés esetén
¢ = 0, azaz ezek 0-tolerans tesztelének tekinthet6k. Sok esetben lehet jé tolerdns tesztelét
adni, ugyanakkor van olyan tulajdonsag, amire ugyan adhaté olyan standard tesztels,
amely lekérdezésbonyolultsiga fiiggetlen az objektum n méretétdl (csak e-tél fiigg), de
tolerans tesztels esetén sziikséges n®*(D) lekérdezés. A tolerdns tesztelést Parnas, Ron és
Rubinfeld vizsgélta els6ként [PRRO6].
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3. fejezet

Fiiggvénytulajdonsag-tesztelés

A figgvénytulajdonsiagok kozil a linearitast vizsgaljuk meg alaposabban, bizonyitasokkal
alatamasztva az eredményeket. Az alacsonyfokusdgrél, valamint a diktatira és a junta
tulajdonsiagokrdél mar bizonyitdsok nélkiil szamolunk be. A fejezet a témakor ismert ered-
ményeit dolgozza fel és mutatja be.

3.1. Linearitas teszt

Az itt bemutatand6 eredményeket Blum, Luby és Rubinfeld irta le 1993-ban a [BLR93|
cikkben. Az alfejezethez felhasznélt masik forrds [RR14].

3.1. Definicié. Legyen G és H két Abel-csoport az dsszeaddsra. Az f : G — H fiigguény
linedris (pontosabban csoport homomorfizmus), haVx,y € G esetén f(x+y) = f(z)+ f(y).

A linearitas problémaéja altaldnosan, eldontési problémaként megfogalmazva a kévet-
kez6: bemenet egy f : G — H fiiggvény, ahol G és H Abel-csoportok (az Osszeaddsra).
Elfogadjuk a bemenetet, ha az linedris. Az elméleti eredményeket most binaris fliggvé-
nyekre nézziik meg, azaz f : {0,1}* — {0, 1} esetben, de 4ltaldnosithatok altaldnos Abel-
csoportok esetére.

3.1. Tétel. Az f:{0,1}* — {0,1} fiiggvény linedris akkor és csak akkor, ha Ja € {0,1}*,
amelyre Yr € {0,1}% esetén f(z) = aT - x. (Az implicite megjelend sszeaddsok mod 2
értenddk. )

T x, akkor

Bizonyitds. Az elégségesség bizonyitdsa: ha Va : f(x) =a
flaty)=d (z+y)=a’ -z+a -y=f(z)+ f(y)

A sziikségesség bizonyitasa: jeloljilk a standard bézisvektorokat a kovetkezOképpen:

1 0 0 fler)

0 1 0 flea) | .
ee=|.],ea=1].1, -, ex = | .|. Legyen az a vektor a = . . Igy barmely

0 0 1 flex)

x € {0,1}* esetén, amelynek az I C {1,2,...,k} halmazbeli koordinatai egyesek, a tobbi
nulla, £(2) = F(Sier e0) = Sies fles) = al o,

A maésodik egyenléségnél felhasznaltuk, hogy f(z +vy) = f(z) + f(y). A harmadik
egyenlGség pedig azért igaz, mert a bal oldalan az a vektornak épp azokat az elemeit adjuk
Ossze, amelyeknek megfelel$ x-beli elemek 1-esek. O
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Azt 1attuk tehat be, hogy az ilyen értelemben lineéris fiiggvények f(z) = a’ -z alakiiak

(nem pedig f(z) = a’ - x + b, ahogy 4ltaldban a linearis fiiggvényekre gondolunk), azaz
mindenképp dtmennek az origén (a nullvektorhoz 0-t rendelnek).

3.1.1. A tesztel6 algoritmus

Ahhoz, hogy médszert adjunk arra, hogy egy adott f : {0, 1}* — {0,1} fiiggvényrél eldént-
siik, hogy linedris-e, meg kell mondanunk, hogy mit értiink egy fliggvény megadésa alatt.
Esetiinkben a kévetkez6 ordkulumos megadéasi médot tamogatjuk: f egy fekete dobozként
(black box) adott. Ez alatt azt értjik, hogy rendelkezéstinkre all egy eljaras, aminek a
bels6 miikodését ugyan nem ismerjiik, de tudjuk, hogy tetszéleges = € {0, 1}* értéket adva
a bemenetére f(x)-et adja kimenetként.

Az alap algoritmus nagyon egyszerti:

Bemenet: Ordkulum-hozzaférés az f : {0,1}% — {0,1} fiiggvényhez.
A 6 1épések:
1. Sorsoljunk a {0, 1}* halmazbél egyenletes eloszlassal két elemet: x és .

2. Ha f(z+vy) = f(x) + f(y), akkor fogadjunk el; egyébként utasitsunk el.

3.1. Algoritmus: Az alap algoritmus (POT) linearitas teszthez.

Ez az algoritmus énmagaban nyilvan kénnyedén adhat helytelen eredményt, ha f
nem linearis, ezért sokszor megismételjiik. Ha barmelyik futas eredménye elutasitas, akkor
nem kell tébbszor futtatni: taldltunk egy ellenpéldat, ami tanusitja, hogy a fiiggvény nem
linearis. De meddig futtassuk, ha nem taldl ellenpéldat (vagy azért, mert valéban linedris
a fliggvény, vagy azért, mert ,majdnem linedris”)? Ez a linearitdstesztelés legfontosabb
eredménye.

3.1.2. A témakor fo tétele

A {6 eredmény szabadon megfogalmazva azt mondja ki, hogy ha egy fiiggvény tavol van
a linearitastol, akkor elég nagy valdsziniiséggel elutasitja a fenti 3.1. algoritmus. A tétel
pontos kimondasahoz definidlnunk kell egy tavolsagmértéket fiiggvények kozott.

3.2. Definicié. Az f,g: {0,1}F — {0,1} fiiggvények tdvolsdga: d(f,g) = Pr[f(x) # g(z)].

Itt a valdszintiséget a bemeneteken vessziik, azaz a tavolsag azt adja meg, hogy az
Osszes lehetséges bemenet hanyadrészén ad mas kimenetet a két fliiggvény. Ezt felhasznalva
egy fiiggvény tavolsiaga a linearitastol, avagy a linearis fiiggvényektol:

3.3. Definicié. Az f : {0,1}* — {0, 1} fiiggvénynek a linedris fiigguényektsl vett tdvolsdga:
d(f,lin) = mingeiin d(f,g), ahol g a {0, 1}F — {0,1} linedris figguények kizil vald.

Ez a mérték tehat azt adja meg, hogy legkevesebb hany helyen — pontosabban a helyek
hanyadrészén — kellene médositani a fiiggvény értéket ahhoz, hogy egy linearis fiiggvényt
kapjunk. Ezzel a fogalommal mar precizen ki tudjuk mondani a tételt.

3.2. Tétel. Bdrmely e € (0,1) esetén, ha d(f,lin) > €, akkor Prlelut.] > min{%,% .

Ahol Prlelut.] annak a valészintiségét jeloli, hogy a 3.1. algoritmus elutasité valaszt
ad (egyszeri futtatdsakor). Vegyiik észre, hogy azt allitjuk, hogy az alap algoritmus egy
egyoldali hibaju POT.

A 3.2. tétel tehat azt mondja ki, hogy kis € (0 < € < %) esetén legalabb €/2 val6szi-
niiséggel elutasit az algoritmus, azaz varhaté értékben 2/e futtatds utdn kapunk elutasité
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valaszt. (Hiszen a kisérletiink az, hogy addig futtatjuk az e/2 valdsziniiséggel elutasitd
algoritmust, amig elutasitdst nem kapunk. Tehat a futtatdsok szdma €/2 paraméter(i geo-
metriai eloszlasu valdsziniiségi valtozo, aminek a varhaté értéke a paraméter reciproka.)

A 3.2. tétel bizonyitdsa tobb 1épésben torténik. Definidlunk egy ¢ fliggvényt, amirdl
eldszor belatjuk, hogy nines til tdvol f-t6l, majd pedig azt, hogy linearis (ez utébbi 1épés
két lemmabdl all). Ezekb6l mar kovetkezni fog a tétel allitdsa. Legyen

9(x) = majyeoye(f(z +y) + f(y), (3.1)

ahol maj a tobbségi értéket jelenti. Nézziik meg, mit is jelent ez a g-t meghatarozé képlet.
Ha f linedris, akkor Yy € {0, 1}* esetén f(x +y)+ f(y) = f(x), hiszen binaris fiiggvényrsl
és mod 2 Osszeadasrol van sz6, azaz f(x +vy) + f(y) helyett irhaté f(z +y) — f(y), tehat
g(x) = f(x). Ha nem linearis, akkor g(x) értéke (a 0 és az 1 koziil) az, amit f(z) értékeként
tekintve f t3bb y esetén mutat linearitést az z-szel parositva. Ugy is fogalmazhatunk, hogy
minden lehetséges y bemenet ,szavaz” 0-ra vagy 1-re attdl fiiggden, hogy 6 f(z) melyik
értéke esetén mutat linearitast z-szel parban vizsgalva. Végiil g(z) értéke az lesz, amire a
tobbség szavazott.

3.3. Lemma. d(f,g) < 2-Prlelut.].

Bizonyitds. A teljes valdsziniiség tétele szerint

Prfelut.] = Prfelut.|f(x) # g(x)] - Prf(z) # g(2)] + Prlelut.|f(z) = g(a)] - Prlf (x) = g(a)].

Mivel a mésodik tag nemnegativ, Prlelut.] > Prlelut.|f(x) # g(x)] - Pr[f(z) # g(x)].

A fiiggvények tévolsdganak definicija szerint Pr[f(x) # g(x)] = d(f, g). A g fiiggvény
(3.1) definicidja alapjan f(z) # g(z) jelentése, hogy az y lehetséges értékeinek tobbségére
flx+vy) # f(z) + f(y). Ez épp azt jelenti, hogy f(x) # g(x) esetén a 3.1. algoritmus
legaldbb 1/2 val6szintiséggel elutasit. Tehat azt kaptuk, hogy

Prielut.] > Prlelut.|f(2) # g(x)] - Pr[f(2) # g(x)] = 1/2-d(f, 9),

amibdl atrendezéssel kovetkezik az allitas. O

3.4. Lemma. Tetszbleges § € (0,%] esetén ha Prlelut.] < &, akkor Yz € {0,1}F-ra
Prlg(x) = f(z +y) - f(y)] > 5=,

Bizonyitds. Legyen p annak a valdszintlisége, hogy g(z) értékének meghatarozasakor egy
tetszéleges y € {0, 1}* lehetséges bemenet a tobbség mellett ,szavaz”. EZ azt jelenti, hogy
p="Prlg(@) = f(z+y) - fy)] é&s 1 —p="Prlg(z) # f(z +y) — f(y)]. Ugy is fogalmazha-
tunk, hogy p azt adja meg, hogy a lehetséges bemenetek hanyadrésze szavaz g(z)-re. Ezért
p > 1/2, hiszen g(z) a tobbség szavazata.

Legyen az a annak az eseménynek a valdszintisége, hogy két tetszéleges bemenet (pl.
y és z) ugyanarra az értékre szavaz, vagyis o = Pr[f(x +y) — f(y) = f(z + 2) — f(2)].
Ez felirhaté az elobb bevezetett p segitségével is: két bemenet pontosan akkor szavaz
ugyanarra, ha vagy mindketté g(z)-re szavaz, vagy egyikiik sem, tehat a = p® + (1 — p)2.

Az o definicigjaban szerepld f(z + y) — f(y) = f(x + z) — f(2) kifejezés — fel-
hasznalva, hogy binaris fliggvényrél van szé, azaz az Osszeadds miivelet megegyezik a
kivondssal — atirhaté f(y) + f(z) = f(z + y) + f(z + z) alakba, ezért « is atirhaté:
a=Prf(y) + f(z) = f(z+y) + f(z + 2)].

Tudjuk, hogy Prlelfogad] = 1 — Prfelut.] > 1 — §. A Prlelfogad] annak a valdszi-
nlisége, hogy két tetszoleges bemenet linearitdst mutat. Ez a két tetszdleges bemenet
lehet pl. y és z vagy = + y és = + z, igy Prlelfogad] = Pr[f(y) + f(2) = f(y + 2)] =
Pr{f(z+y)+ flz+2) = fly+2)] =13,
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Ezeket felhasznalva kapjuk:

a=Pr[f(y)+ f(2) = flz+y) + f(z+2)] >

Prif(y) + f(z) = fly+2)Nflz+y) + fle+2)=fly+2)] =
L=Prif(y) + f(z) # fly+2) U fx+y)+ flz+2)# fly+2)] >
1—(62+25(1-90)) >

1—26.

Tehdt o = p? + (1 — p)? > 1 — 26, ami 4trendezve p?> — p + § > 0. Ennek megoldésa,

1+v1-49
2

felhasznalva, hogy p > 1/2, p > , ami épp a belatandé allitas. ]

3.5. Lemma. Ha Prlelut.] < 2, akkor g linedris.

Bizonyitds. A 3.4. lemmat 6 = 2/9-re alkalmazva kapjuk, hogy a Prlelut.] < % feltétel
teljesiilése esetén — a valdsziniiségeket z-re nézve, azaz x és y fix, de tetszéleges — igaz az

alabbi harom egyenl6tlenség (hiszen w =2/3).

Prlg(z) = f(z +2) + f(2)] > 2/3
Prig(y) = f(y +2) + f(2)] > 2/3
Prig(z +y) = fy+2) + f(z + 2)] > 2/3

A harmadik egyenlStlenségben a z szerepét x + z veszi 4t — ha z bejarja a lehetséges
bemenetek halmazat, akkor a fix x-hez adva is ugyanezt teszi —, és f(x+y+x+2z) = f(y+=2).
Ezért a fenti események komplementereinek valdszintiségeire igazak a kovetkezdk.

Prlg(x) # f(z +2) + f(2)] < 1/3
Prig(y) # fy+2) + f(2)] < 1/3
Prig(x +y) # fly+2) + fx+2)] <1/3

Ezeket 6sszeadva, és felhasznélva, hogy Pr[A U B] < Pr[A]+ Pr[B] (Boole-egyenlStlenség),
a kovetkezot kapjuk.

Prig(z) # f(x +2) + f(2) Ug(y) # fly+2) + f(2)Ug(z +y) # fly+2) + flz+2)] <1

Ez azt jelenti, hogy z helyébe helyettesithetd olyan zg érték, amire teljesiil az alabbi
hérom egyenlet.

g(x) = f(z + 20) + f(20)
9(y) = fy+ =) + f(20)
g(x+y) = f(y+20) + f(x+ 20)

Az els6 kettbt Gsszeadva g(x) + g(y) = f(z + 20) + f(y + 20). A kapott jobb oldal éppen
ugyanaz, mint a harmadik egyenlet jobb oldala, ezért a bal oldalak is megegyeznek, azaz
g(x+y) =g(x) + g(y). Mivel z és y tetsz6leges, belattuk az allitast. O

A hérom lemmé&bol kovetkezik a 3.2. tétel allitdsa: ha Prlelut.] < %, akkor a 3.5. lemma
miatt g linedris. Ezért eloszor a 3.3. lemmat, majd g linearitasat, végiil a 3.2. tétel feltételét
felhasznélva kapjuk, hogy Prlelut.] > @ > @ > £. Tehét ha Prlelut.] < 2, akkor

Prlelut.] > § is igaz, egyébként pedig nyilvan Prlelut.] > %. Osszefoglalva, azt kaptuk,

hogy Prlelut.] > min{%, $}, ami épp a tétel dllitasa.
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A tételbdl kovetkezik, hogy a nemlinearitdst mutaté bemenetparok és az Osszes le-
hetséges bemenetpar hédnyadosianak reciprokdval (azaz 1/e-nal) ardnyos szamu iterdciét
végrehajtva a 3.1. algoritmusbdl, nagy valdsziniiséggel talalunk bizonyitékot a fliggvény
nemlinearitasara.

Valéban, ha k-szor hajtjuk végre az alap algoritmust (a POT-ot) egy, a linearitastél
e-tavoli fiiggvényen, akkor a tétel szerint annak a valdszinlisége, hogy nem deril ki a
nemlinearités, (1—¢/2)*. A tulajdonsigteszteléshez az kell, hogy ez (legfeljebb) 1/3 legyen,
azaz (1 — ¢/2)F = 1/3, amibél

—log, 3 log, 3 logy,3 2,2
k = 10g1_5/2 ]./3 - Og2 = 0g2 < ng < #.

10g2% 1 —logy(2—€) 7 515 €

Az utolsé el6tti 1épésben azt hasznaltuk, hogy e € [0, 1] esetén € + 21-3ms > 2 teljesiil!,
amibdl 1 —logy(2 — €) > 5155 kovetkezik.

Mivel a POT lekérdezéskomplexitdsa konstans (konkrétan 3), és O(1/¢) futtatas elég
ahhoz, hogy tulajdonsigtesztel6t kapjunk, a tesztel$ lekérdezésbonyolultsdga O(1/¢).

A linearitas teszt algoritmusat megvaldsitottunk és a futtatasok soran szerzett tapasz-

talatokat értelmeztiik. Ezek az eredmények a 7.1. szakaszban olvashatok.

3.2. Alacsonyfoktusag tesztelése

Ebben a szakaszban az imént bemutatott linearitas teszt egy altalanositasat vizsgaljuk,
ahol az elfogadott fiiggvények fokszama egynél magasabb is lehet. Ez azt jelenti, hogy nem-
csak linearis fliggvényeket, hanem legfeljebb d foki polinomokat is elfogadhatunk valamely
d-re. A hosszu bizonyitdasoktodl ezuttal eltekintiink, csak a f6 gondolatokat, dsszefliggéseket
mutatjuk be. Ennek a témanak a f6 eredményeit Rubinfeldnek és Sudannak koészonhetjiik
[RS96], ezenkiviil forrdsként felhasznaltuk Goldreich munkéjat is [Goll7, 3. fejezet].

3.2.1. Egyvaltozoés eset

A linearitas teszthez hasonléan jarhatunk el. Itt is egy POT-ot adunk, amelyet t&bbszor
végrehajtva kapjuk a tesztel6 algoritmust. Tudjuk, hogy d+1 fiiggetlen pont egyértelmiien
meghatéaroz egy d fokt polinomot. Ezért d+1 pontot mintavételezve a vizsgalt fiiggvénybol
megnézzik, hogy melyik polinomot hatirozzak meg, majd még egy pontot lekérdeziink,
és ha ez illeszkedik a tobbi polinomjéra, akkor elfogadunk, egyébként elutasitunk. Az
nyilvanvalé, hogy ha f valéban legfoljebb d foku, akkor ez a teszt 1 valdszinliséggel elfogad.

Nézziik ezt a tesztet formalisabban. Legyen F egy prim méretli véges test, a vizsgalt
figgvény pedig f : F — F. Azt mondjuk, hogy f alacsony foku, ha egy d < |F|/2
fokt polinom. Az f fiiggvény értékeit lekérdezziik d + 2 helyen, és megnézziik, hogy van-e
olyan d foku polinom, amire mind illeszkednek. Ha a d + 2 pontot egymastdl fiiggetleniil
sorsolnank, az (d + 2)logy(|F|) random bit generdlasat igényelné. Ehelyett elegendd két
r,s € F szamot sorsolni az egyenletes eloszlashdl, és ezekbdl elGallitani a d + 2 vizsgalt
helyet: {r,r+s,...,r+(d+1)s}. (Példdul a PCP-k esetén fontos lehet a felhasznalt véletlen
bitek szamét korldtozni.) Errdl a valtozatrél azonban jéval bonyolultabb megindokolni,
hogy miért utasitja el nagy valészinliséggel a tavoli fiiggvényeket.

De hogyan tudjuk megmondani, hogy a d+2 pont egy d fokd polinomra esik-e? Ebben
segit az alabbi tétel.

3.6. Tétel. Az f : F — F fiiggvény eqy legfeljebb d foki polinom akkor és csak akkor, ha
minden r,s € F esetén ?iol a; f(r+ si) =0, ahol a; = (—1)"*! (d;.rl).

!Bz onnan latszik, hogy € = 0-ra teljesiil az allitds, és ha € > 0, akkor a bal oldal fiiggvénye monoton
16, hiszen ekkor a derivéltja pozitiv: 1 — e~/
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Ez a tétel lényegében arrdl szol, hogy egy d fokd polinom értéke egy pontban megha-
tarozhato d + 1 masik pontbeli értékbol. Hiszen példaul ¢ = 0 és g = —1 helyettesitéssel
azt kapjuk, hogy f(r) = Zfill a; f(r + si).

Van azonban egy sokkal egyszeriibb indoklés is, ami cserébe elvarja, hogy az utolso,
(d+2)-edik szdm (amirdl ellenérizziik, hogy a tobbi altal meghatérozott polinomon van-e)
a tobbi d + 1 szam kizarasaval, az egyenletes eloszlasbdl véletlenszeriien valasztassék. Ek-
kor a helyes miikodés indoklasa a kévetkezo. Ha f e-tdvol van a legfeljebb-d-fokusagtol,
az definicié szerint azt jelenti, hogy minden legfoljebb d fokd polinomhoz viszonyitva, a
lehetséges bemenetek toébb mint € részében mas értéket vesz fel. Mivel az elsé d + 1 pont
altal meghatdrozott f’ fiiggvény egy ilyen polinom, kévetkezik, hogy f és f’ tdvolsdga
nagyobb, mint e. Tehat a (d + 2)-edik pontot egyenletesen véletlenszeriien valasztva, e-nal
nagyobb eséllyel deriil ki, hogy f # f’, vagyis e-ndl nagyobb valdszinliséggel az algoritmus
elutasit.

3.2.2. Tobbvaltozds eset

Az elsd fontos kérdés, ami felmeriil, hogy mit értiink egy tobbvaltozds polinom foksza-
ma alatt. Egy gyakori definicié, amit mi is hasznalunk, azt mondja, hogy egy polinom
foka a monomjai fokainak maximuma, egy monom foka pedig a benne szereplo valtozék
kitevéinek dsszege. Példaul az a*b® + a3c® polinom foka max{4 + 3;3 + 3} = 7. Ezt tel-
jes foknak (total degree) is nevezik, megkiilonboztetendé a véaltozénként kiilon szamitott
fokszamoktol.

Egy m véltozés f : F™ — F fliggvényt vizsgalunk. A legfontosabb eredmény a
téméban azt mondja ki, hogy egy (t6bbvaltozds) polinom pontosan akkor legfeljebb d fok,
ha barmely egyenesre megszoritva, legfeljebb d foku (egyvaltozds) polinomot kapunk. Ez
az allitas a kovetkez6képpen formalizalhato.

3.4. Definicié. Egy F™-beli l,}, egyenes alatt, ahol x,h € F™, az {x + hi : i € F}
ponthalmazt értjiik. Azt mondjuk, hogy ez az eqyenes h eltoldssal dtmegy x-en.

3.7. Tétel. Egy f : F™ — F fiigguény pontosan akkor legfeljebb d foki polinom, ha
minden x,h € F™ esetén a g (i) = f(x + hi) (ahol i € F) egyvdltozds figguény — ami f
megszoritdasa az ly p egyenesre — egy legfeljebb d foki polinom.

A 3.7. tételbSl mar sejthetd, mi lesz az algoritmus (a POT): egyenletesen véletlen-
szertien valasztunk x, h € F értékeket, majd a 3.6. tétel segitségével ellendrizziik, hogy
f az I, , egyenesre megszoritva egy legfeljebb d fokt polinom-e. A két tételt Osszefoglalva
ugy is fogalmazhatunk, hogy azt ellendrizziik, hogy Zfiol a;f(xz + hi) = 0 teljesiil-e, ahol

o = (— 1)1 (1)

Bemenet:
Orédkulum-hozzaférés az f : F™™ — F fiiggvényhez;
d < |F|/2 fokszam.
A {6 1épések:
1. Sorsoljunk az F"* halmazbdl egyenletes eloszlassal két elemet: = és h.
. . . i1 (d
2. Legyen minden i € {0,1,...,d + 1} esetén a; = (—1)"( J{l)

3. Ha Zfiol a;f(xz + hi) = 0, akkor fogadjunk el; egyébként utasitsunk el.

3.2. Algoritmus: Az alap algoritmus (POT) alacsonyfokuséig teszthez.

Belathato, hogy a 3.2. algoritmus a legfeljebb-d-fokusagtol e-tavoli fliggvényeket leg-
alabb min{e, 1/(d + 2)%}/2 valészintiséggel elutasitja. Tehat valéban POT-rél beszéliink,
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aminek tObbszori végrehajtasaval teszteld algoritmust kapunk a ,legfeljebb d foku poli-
nomsag” tulajdonsagra.

3.3. Diktatara és junta

A diktattira és a junta jél ismert fogalmak a politika arnyékos oldalardl. Itt azonban mas,
de az eredeti jelentéshez kapcsol6dd értelemben hasznaljuk 6ket fiiggvények jellemzésére.
Az alfejezet megirdsdhoz elsésorban Blais irasait hasznaltuk fel [Bla09, Bla10].

3.5. Definicié.

o Egy m wdltozés f : {0,1}™ — {0,1} Boole-fiigguényt diktatirdnak neveziink, ha
egyetlen vdltozdja meghatdrozza az értékét, azaz ha létezik olyan i € [m] ésb € {0,1},
amelyekre Y € {0,1}™ : f(z) = z; ® b (ahol x; az x vektor i-edik bitjét, ® pedig a
kizaré vagy miveletet jeloli).

o Egy m wdltozés f : {0,1}"™ — {0,1} Boole-fiiggvényt k-juntdinak neveziink, ha k
vdltozdja meghatdrozza az értékét, azaz ha létezik olyan S C [m], |S| = k és olyan
f:{0,1Y% = {0,1}, amire Yz € {0,1}™ : f(z) = f'(zs) (ahol x5 € {0,1}F az x
vektornak pontosan az S-beli indexekhez tartozo bitjeit tartalmazza, mégpedig index
szerint névekvd sorrendben).

Lathatd, hogy a diktatira éppen megfelel az 1-juntanak, ezért ha altalanos k-juntara
van tesztel6 algoritmus, az a k = 1 esetben éppen diktatturatesztels.

El6szor Bellare, Goldreich és Sudan kutattdk a diktatira fliggvények tesztelését
[BGS95]. Ok vezették be a PCP-konstrukciékban fontos szerepet jatszé Hosszii Kédot
(Long Code), ami egy diktatira fiiggvénynek is tekinthet?.

A k-junta-tesztelés témajaval elészor Fischer és tarsai foglalkoztak [FKR104]. Adtak
egy O(k?/e) lekérdezésbonyolultsagi teszteld algoritmust (ahol O(f(n)) valamely c-re az
O(f(n)log® f(n)) roviditett jelolése), és azt is belattdk, hogy legalabb Q(vk) kérdésre
sziikség van. Kés6bb mindkét oldalrdl tortént javitds az eredményeken: a jelenlegi legjobb
korlatok szerint kell legalabb Q(k) kérdés [CGO4], és O(klogk + k/€) mér elég [Bla09]. Ez
utébbi eredményhez tartozé algoritmust mutatjuk be az alabbiakban.

Jelolje z,y € {0,1}™ és S C [m] esetén zgyg € {0,1}™ azt a vektort, amit tgy
kapunk, hogy x-ben az S-beli indexekhez tartozd biteket a megfelelé y-beli bitekre cse-
réljiikk. Egy S C [m] indexhalmazt befolydsosnak neveziink, ha Jx,y € {0,1}", amelyekre
f(x) # f(zgys).

Az algoritmus alapgondolata, hogy az [m| indexhalmaznak egy (elég sok halmazt
tartalmaz6) R particiéjat vessziik®, és azt prébaljuk megbecsiilni, hogy a particionald
halmazok koziil hany befolyasos van. Ehhez kezdetben kiindulunk az S = [m] indexhal-
mazbol: ennek a befolydsossdgat vizsgaljuk egy véletlen (x,y) € {0,1}™ péar sorsolasdval.
Ha S a teszt soran befolydsosnak talaltatik (azaz f(z) # f(zgyg)), akkor bindris keresés-
sel keresiink egy olyan S-beli particiondlé halmazt, ami szintén befolyasos. Ezutan S-bél
elhagyjuk ezt a particionalé halmazt, és az igy kapott halmaz lesz S 14j értéke: ennek a
befolyasossagat vizsgédljuk a kovetkezo iteraciéban. Ha végiil tobb mint & befolyasos par-
ticionalé halmazt talaltunk, akkor elutasitunk, egyébként elfogadunk. A 3.3. algoritmus
részletesen ismerteti a miikodést.

2A Hosszi Kéd definidldsahoz elészor vegyiik észre, hogy egy £ € [L] cimke log L bittel leirhaté, azaz
£€{0,1}'8L Jelglje v € {0,1}F ési € {0,1}'°5 L esetén v(i) a v vektor i-edik bitjét. Egy £ € [L] cimkéhez
rendelt Hosszi Kéd egy fo € {0, 1}2L vektor, amire minden x € {0,1} esetén teljesiil, hogy fe(z) = 2(£).
Ebbél l4tszik, hogy a Hosszit Kéd egy fo : {0,1}1 — {0,1} fiiggvényként diktatira: a bemenetének f-edik
bitje 6nmagiban meghatirozza a kimenetet.

3Egy A halmaznak {X1,...,X,} particiéja, ha Uie Xi = A és Vi # j : Xi N X; = 0 teljesiil.
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Bemenet:
Ordkulum-hozzaférés az f : {0,1}"™ — {0, 1} fiiggvényhez;
k paraméter;
€ tavolsadgparaméter.
A 6 lépések:
1. Particionaljuk [m]-et véletlenszertien |R| = 102°k?/e® részre: (Ry,..., Rig)).
2. Legyen S = [m] és £ = 0.
3. Ciklus 12(k + 1) /e koron 4t
3.1. Sorsoljunk véletlenszertien egy (x,y) € {0,1}™ x {0, 1}™ pért.
3.2. Ha f(z) # f(xgyg), akkor
3.2.1. Keressiink egy befolydsos R; C S halmazt bindris kereséssel.
322 S« S\Rjésl<«(+1.
3.2.3. Ha /¢ > k, akkor utasitsunk el.

4. Fogadjunk el.

3.3. Algoritmus: k-junta-tesztel6 algoritmus.

A 3.2.1. 1épésben a bindris keresés tigy miikddik, hogy az S-beli particionalé halma-
zok egyik felének az uniéjit, S’-t teszteljiik a befolydsossdg szempontjabdl ugyanazzal az
(x,y) parral, amivel S-t vizsgaltuk. Ha befolydsosnak mutatkozik (azaz f(z) # f(zgyg)),
akkor S’ valamely részhalmazanak megfeleld indexeken is elegendd z-et y-ra mdédositani
esetben még az S’-n feliill az S\ S’ valamely részét is y szerintire kell véltoztatni az érték
atbillentéséhez, {gy S\ S’-t felezziik tovabb gy, hogy kozben az S’-beli koordinatak y sze-
rintiek maradnak. Végiil egy olyan R-beli particionalé halmazt taldlunk log(|R|) 1épésben,
aminek x szerintir6l y szerintire valtoztatasa atbillenti f értékét, azaz befolyasos.

A 3.2. 1épésben Osszesen legfeljebb 2-12(k+1)/e € O(k/e) lekérdezés torténik, a 3.2.1.
lépésben pedig (k + 1) log(|R|) € O(klog(k/¢€)), ami 6sszesen O(klogk + k/¢€). Belathato,
hogy ez az algoritmus valéban k-junta-tesztels. Az vilagos, hogy minden k-juntat minden-
képp elfogad, tehat egyoldali hibdja van. A mésik irdnyt bonyolultabb igazolni, azt a 3.8.
tétel mondja ki.

3.8. Tétel ([Bla09] Lemma 3.1 és Theorem 1.1). Legyen R = (Ru,...,R) egy véletlen-
szerti particidja [m]-nek 102°k° /€5 részre, amelyet 1igy kapunk, hogy eqymdstdl fiiggetleniil,
egyenletesen rendelink minden elemet egy részhez. Ha az f : {0,1}™ — {0,1} figgvény
e-tdvol van attdl, hogy k-junta legyen, akkor legfeljebb 1/3 valészinidséggel fogadja el a 3.5.
algoritmus.
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4. fejezet

Graftulajdonsag-tesztelés

A gréafok rendkiviil hasznosak, amikor olyan objektumot modelleziink, amelyben egymaéssal
binaris kapcsoltban allé entitasok vannak. A mai vildgban, ahol a ,big data” jelentOsége
egyre nagyobb, szdmos olyan kiterjedt halézati strukturaval talalkozunk, amelyek renge-
teg adatot hordoznak magukban. Ezeknek a hélézatoknak fontos ismerni bizonyos glo-
bélis tulajdonsagait, de ezek pontos, kimerité mdédon torténé meghatarozasa legtobbszor
reménytelen.

Ezért a tulajdonsigtesztelés mddszert hasznalhatjuk, azaz a graf csak egy kis részét
vizsgaljuk, lokalisan teszteliink, és ebbol kévetkeztetiink a globdlis tulajdonsag meglétére.
Ahogy azt a tulajdonsigtesztelésnél mér emlitettiik (2.2. szakasz), ehhez meg kell adnunk
egy hozzaférési moédot (milyen fiiggvényként reprezentaljuk a grafot) és egy téavolsdgmérté-
ket. Ezek alapjan hdrom modellrdl tesziink emlitést, az egyikkel koziiliik pedig bévebben is
foglalkozunk. A fejezet egészéhez felhasznaltam Goldreich gréaftulajdonsdgok tesztelésérol
sz6l6 irasat [Goll0).

A tovabbiakban graftulajdonsag alatt olyan grafhalmazt értiink, amely zart az izo-
morfidra. Azaz T graftulajdonsidg, ha minden G = (V| E) graf és m permuticié esetén
GeT < n(G) €T (ahol 7(G) = (V,{{r(u),7(v)} : {u,v} € E})). Sokszor elényos,
ha egy N elemi cstiicshalmaz esetén a csicsokat szamoknak, konkrétan az els6 N darab
pozitiv egésznek feleltetjiik meg, vagyis V = [N].

A T graftulajdonsigot tesztel§ algoritmust T'-tesztelének nevezziik. Ez minden eset-
ben olyan randomizalt algoritmus lesz, amelynek ordkulum-hozzaférése van a G gréathoz,
és meg kell allapitania, hogy az teljesiil-e, hogy G € T, vagy az, hogy G e-tavol van T-tdl.
Az ordkulumhoz val6 hozzaférés modja és a tavolsagmérték a lényegi kiilonbségek az egyes
modellek kozott.

Sok T-tesztel¢ algoritmus gy miikodik, hogy vesz egy véletlen csticshalmazt, amit
mintdnak neveziink, és azt ellendrzi, hogy a minta dltal feszitett részgraf teljesit-e egy T”
tulajdonsagot. Gyakran rdadasul 77 = T.

4.1. Definicié. Egy T-tesztelé kanonikus, ha egyenletesen kivdlasztja m darab csiucsdt
a vizsgdlt N cstcsu grifnak, és pontosan akkor fogad el, ha a kivdlasztott csicsok dltal
feszitett részgraf teljesit eqy T' tulajdonsdgot. Itt T' olyan griftulajdonsdg, ami fligghet
N-tél és T-tdl is.

Ismert, hogy barmely T-hez adhat6 ilyen médon mikédd tesztel:

4.1. Tétel. Legyen T tetszdleges griftulajdonsdg. Ha van olyan T-teszteld, aminek a le-
kérdezésbonyolultsiga q(N,€), akkor létezik olyan kanonikus T-teszteld is, ami O(q(N,e))
csucsot vdlaszt ki. Tovabbd, ha az eredeti tesztelonek egyoldali hibdja van, akkor a kanoni-
kusnak is, és ekkor elegendd 2q(N,€) csicsot kivdlasztania.
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Ezért a kanonikus tesztel6 lekérdezésbonyolultsaga legfeljebb négyzetesen fiigghet az
eredeti tesztel6étol, hiszen m € O(q) méretli minta esetén minden csicspart lekérdezve is
csak m? € O(q?) darab kérdésre van sziikség. Ugyanakkor a kanonikus valtozat idékomp-
lexitasa jelentOsen nagyobb lehet az eredetiétol.

4.1. Strigraf-modell

Az ebben a modellben torténé tulajdonsagteszteléssel els6ként Goldreich, Goldwasser és
Ron foglalkozott [GGR9S|.

Ebben az esetben az ordkulum a szomszédsagi predikdtum, azaz egy szimmetrikus
g : VxV — {0,1} fiiggvény, amire g(u,v) = 1 & {u,v} € E. A tavolsdgmérték ezen a
reprezentacion alapul: két, azonos méretli csicshalmazon értelmezett graf tavolsaga azon
cstucsparok aranya az Osszes cstucsparhoz képest, amelyek kozott az egyik grafban él fut,
de a méasikban nem. Tehdt ha a G = ([N], E) grafot a g, a G' = ([N], E')-t a ¢’ fiiggvény
reprezentdlja, m pedig barmely permutéci6 lehet az [N] halmazon, akkor G és G’ tavolsdga

Du(G,C') = ming [{(u,v) : g(u,]i;)z # g’(w(u),ﬂ-(v))}‘.

Ebben a formalizmusban az, hogy a G graf e-tavol van a T tulajdonsagtol, azt je-
lenti, hogy VG’ € T esetén D,(G,G") > €. Tehét ebben a modellben egy T-tesztelstdl a
kovetkezot varjuk.

4.2. Definicié. A sidrigrdf-modellben o T griftulajdonsdgot teszteld algoritmus megkapja
bemenetként a tesztelendd G grif csicsainak N szamdt és az € tdvolsigparamétert, valamint
ordkulum-hozzdférése van a G szomszédsagi predikdatumdahoz. A teszteld kimenete: elfogadja
vagy elutasitja G-t gy, hogy az aldbbi két feltétel teljestil.

e Ha G €T, akkor a teszteld legaldabb 2/3 valdsziniiséggel elfogadija.

e Ha G e-tavol van T-tdl, akkor legfeljebb 1/3 valdsziniséggel fogadja el.

Ezt a modellt szomszédsagi predikdtum (vagy szomszédsigi matrix) modellnek is ne-
vezik — nyilvanvalé okbdl. A slirtigraf-modell elnevezést az indokolja, hogy stiri grafok
esetén (azaz amikor az N csicsu grafok nincsenek tavol a K teljes graftol) az elébbi D,
tavolsagfiiggvény majdnem megegyezik a grafokban eltéré élek és az Gsszes él szamanak
héanyadosaval. Mésrészt a szomszédsiagi matrix alapu tarolas siri grafok esetén elterjedt,
hiszen ritka grafoknal nem j6 a tarkihasznalasa. Ezért siirli grafok esetén van igazan je-
lentGsége ennek a modellnek.

4.1.1. Néhany egyszertien tesztelhet6 graftulajdonsag

Bizonyos tulajdonsidgokat nagyon egyszerii tesztelni. Ennek tobb oka lehet, az egyik ok, ha
barmely graf kozel van a tulajdonsighoz. Ilyenek példaul az Gsszefiiggd grafok, az Euler-
korrel rendelkezo grafok, a teljes parositassal rendelkezd grafok, illetve a Hamilton-korrel
rendelkez6 grafok halmazai. Aldbb az utobbi példajat tekintjiik, a tobbi eset hasonlé ehhez.

Ha N cstcst a graf, és € > %, akkor ez a D, tavolsagfiiggvény értelmében azt jelenti,
hogy N?-e > N eltérés engedélyezett a két élhalmaz kozott. Marpedig barmely N csticsti
grafhoz hozza tudunk adni legfeljebb N élet (konkrétan egy Hamilton-kor éleit) gy, hogy
az eredményben legyen Hamilton-kor. Tehat ekkor az algoritmus trivialis eredményt adhat:
minden grafot elfogad. Mivel minden graf e-kozel van T-hez, ez megfelel a feltételeinknek.

Ellenben ha e < %, akkor a tesztel$ algoritmus megvizsgélja mind az N? cstcspart,
és ez alapjan ad teljesen korrekt valaszt. Mivel N2 < E%, ez 1/e-ban polinomidlis sok lekér-
dezés, és a lekérdezésbonyolultsag fiiggetlen a graf méretétdl. (Ugyanakkor idé6komplexitas
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szempontjabol még ellendrizni kell, hogy a lekérdezett élek kozott van-e N olyan, amelyek
egy Hamilton-kor élei, igy a graf méretében exponencidlis a 1épésszdam.)

Vegylik észre, hogy ez az algoritmus a tulajdonsagot teljesité grafokat biztosan elfo-
gadja, azaz egyoldali hibaja van.

Tovabbi oka lehet az egyszerii tesztelhetéségnek, ha a tulajdonsigot csak ritka grafok
teljesitik. Ebben az esetben az algoritmus néhany random csiics koziil csticsparokat vizsgal,
és akkor fogad el, ha igy kevés élet talal. Ilyen tulajdonsag példaul, hogy a graf fa, erdd,
kormentes, illetve sikba rajzolhat6. (A részletekért lasd [GGRIS8, Proposition 10.2.1.2.].)

Hasonlban egyszerti algoritmus adhaté a regularis grafok esetére is: néhany véletlen-
szerlien valasztott csticsot megvizsgal, hogy néhany maésik random cstcs koziil hdnnyal
szomszédos. Ha a vizsgdlt csiicsoknak az ez alapjan tapasztalt foka csak kicsivel tér el
egymastol, akkor elfogadja a grafot. (A részletekért lasd [GGR98, Proposition 10.2.1.3.].)

4.1.2. A k-szinezhetGség tesztelése

4.3. Definicié. Egy G = (V, E) graf k-szinezhetd, ha adhaté olyan ¢ : V — [k| szinfiigg-
vény, amelyre minden u,v € V esetén teljesiil, hogy ha {u,v} € E, akkor c(u) # c(v).

Az, hogy egy graf e-tavol van ettdl a tulajdonsagtol, azt jelenti, hogy barhogyan
szinezziik a grafot k szinnel, t6bb mint eN? olyan cstcspéar lesz, amely csticsai azonos
szintiek, és él fut kozottiik.

Az algoritmus egy egyszerli kanonikus teszteld, ami véletlenszeriien kivalasztja a graf
egy kis méretli X részhalmazat, és akkor fogad el, ha az X minta &altal feszitett részgraf
k-szinezhet6. Ez alapjan lathatd, hogy az algoritmusnak egyoldali hibaja van, és minden
elutasitott bemenethez mutatni is tud egy kis méretii ellenpéldat, azaz olyan részgrafot,
ami nem k-szinezhetd.

Bemenet:

N: a graf cstucsainak szdma (feltessziik, hogy a csticshalmaz V' = [N]);
€: tavolsagparaméter;

k: a szinek szama;

g: VxV —{0,1}: hozzaférés a G graf szomszédsig-ordkuluméhoz.

A f6 1épések:
1. Valasszunk egyenletes eloszlassal az [N] halmazbél egy O(k?log(k)/e3)
méretli X mintat.

2. Kérdezziik le minden (u,v) € X xX csucsparra g(u,v) értékét.
Ezzel megismertiik G-nek az X altal feszitett részgrafjat, G x-et.

3. Ha Gx k-szinezhet6, akkor fogadjunk el; egyébként utasitsunk el.

4.1. Algoritmus: A k-szinezhetéséget tesztel$ algoritmus.

Az algoritmus 3. 1épésében annak ellendrzése, hogy G x k-szinezhet6-e, példaul a nyil-
vanvald, exponencidlis 1épésszami algoritmussal torténhet (minden lehetség kiprobalasa
nyers erével O(klX) 1épés). Ez ugyanis a lekérdezésbonyolultsidgon nem ront, az idébonyo-
lultsag pedig a probléma NP-teljessége miatt jelen tuddsunk szerint mindenképp exponen-
cidlis — kivéve, ha k = 2. Ez utdbbi esettel a kévetkez6 szakaszban részletesen foglalkozunk.

Ha a G graf nem k-szinezhetd, és ezt az algoritmus kideriti, akkor Gx
k-szinezhetGségének ellendrzése ellenpéldat is szolgaltat. Annak bizonyitasatol eltekintiink,
hogy ez az algoritmus valéban teljesiti a tulajdonsigtesztelésre vonatkozé feltételeinket,
helyette a kdvetkez6 szakaszban, a parossag tesztelésénél végziink el egy hasonléd analizist.
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4.1.3. Grafok parossaganak tesztelése

Bar a k-szinezhetoség k = 2 eseteként mar megoldottuk a problémat, azért vizsgaljuk kiilon
a 2-szinezhet6séget, mert igy hatékonyabb algoritmust kaphatunk, mintha az altaldnos
valtozatot haszndlnank.

Ez az algoritmus lényegében ugyantgy miikédik, mint a k-szinezhetdség tesztelése.
Véletlenszeriien mintavételeziink egy kis méretii csicshalmazt a graf csicsai kozil, és pon-
tosan akkor fogadunk el, ha a minta altal feszitett részgraf paros.

Bemenet:

N: a graf cstcsainak szama (feltessziik, hogy a csticshalmaz V' = [N]);
€: tavolsagparaméter;

g: VxV —{0,1}: hozzaférés a G graf szomszédsig-orakulumahoz.

A {6 1épések:

1. Valasszunk egyenletes eloszlassal az [N] halmazbél egy O(log(1/¢)/e?)
méretli X mintat.

2. Kérdezziik le minden (u,v) € X xX csicsparra g(u,v) értékét.
Ezzel megismertiikk G-nek az X &ltal feszitett részgrafjat, Gx-et.

3. Ha Gx paros, akkor fogadjunk el; egyébként utasitsunk el.

4.2. Algoritmus: A parossagot tesztel6 algoritmus.

Az algoritmus 3. 1épésében a Gx graf parossiganak ellendrzése torténhet a szokdsos
modon, a BFS (szélességi bejaras) algoritmussal. A lekérdezéskomplexitds polinomialis
1/e-ban, illetve a futdsidé is, hiszen a mintavételezés és a lekérdezések utdn méar csak egy
1/e-ban polinomidlis méretii grafon kell BFS-t futtatni.

4.4. Definicié. A G = (V, E) grafban egy {u,v} € E sérté él a csiucsok {Vi,Va} partici-
djdra nézve, ha mindkét végpontja az egyik halmazba esik, azaz u,v € Vi vagy u,v € Va.
Ha a {V1,Va} particiéra nézve legfeljebb eN? sérté él van, akkor ezt a particiét e-jomak,
eqyébként e-rossznak nevezziik. A sértd élektdl mentes particiot tokéletesnek hivjuk.

Jelolés: Egy G = (V, E) grafban egy v € V cstics szomszédainak halmazéat T'(v)-vel
jeloljik. Azaz I'(v) = {u € V : {u,v} € E}. Egy X C V cstcshalmaz esetén pedig
['(X) = UvexT'(v).

4.2. Tétel. A 4.2. algoritmus tulajdonsdgteszteld a pdros grif tulajdonsdgra. Lekérdezés-
és idékomplezitisa is polinomidlis 1/e-ban. Az algoritmusnak egyoldali hibdja van, azaz
minden pdros grdafot elfogad.

4.2.1. Megjegyzés. Az aldbbindl bonyolultabb médon az is beldthatd, hogy O(1/€)
cstics mintavételezése is elegendd, ami O(1/€?) lekérdezést jelent [AK02]. Azt is beldttdk
mdr, hogy egy nem adaptiv pdrossdgteszteld algoritmusnak mindenképp szikséges legaldbb
Q(1/€%) kérdést feltennie [BT0/).

Bizonyitdas. A tételnek a polinomialitdsra vonatkozé allitasat lényegében mar lattuk: az
X minta &ltal feszitett O(log(1/€)/e?) méretli graf minden csicsparjanak lekérdezése
O(log?(1/€)/€*) lekérdezést igényel, igy a lekérdezésbonyolultsig rendben van. A min-
tavételezés, a lekérdezések és a szélességi bejaras idGigénye mind polinomidlis 1/e-ban:
O(log(1/€)/€?) + O(log?(1/€) /e*) + O(log?(1/€)/€*) = O(log?(1/€)/€*) a lépébsszam.

Az egyoldali hiba is vilagos: ha G paros graf, akkor minden részgrafja is paros, tehat
nem tudunk olyan mintdt valasztani, amely &ltal feszitett részgraf nem paros. Igy az
algoritmus biztosan elfogadd valaszt ad. Ha pedig elutasit, azt azért teszi, mert Gx nem

24



péros, azaz talalt egy kis méretii ellenpéldat (paratlan hosszu kort), amivel bizonyitani
lehet a nem-péarossigot.

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy a 4.2. algoritmusra teljesiil, hogy ha G e-tavol
van a paros grafoktol, akkor legfeljebb 1/3 valészintiséggel fogadja el. Ezzel ekvivalens: ha
G e-tavol van a paros grafoktél, akkor annak a valdsziniisége, hogy Gx paros, legfeljebb
1/3.

A mintavételezéssel kapott X csicshalmazt két diszjunkt halmaz, U és S unidjaként
tekintjiik, ahol |U| =t € O(log(1/€)/¢), és |S| = m € O(t/e) — ezzel | X| € O(log(1/¢)/€?)
teljesiil, amint az algoritmusban szerepel. Az a terv, hogy U-nak egy {Uy,Us} particidja
ellenérizze V-nek az igy kapott particidjat. U-nak adott {U, Us} particidjabol ugy kapjuk
meg V-nek a {Vi, Vo} particiéjat, hogy Vi = T'(Us), és Vo =V \ V1.

Tehat azok a cstucsok, amelyeknek van Us-beli szomszédjuk, Vi-be keriilnek; a t6bbi
cstcs pedig — tehat azok, amelyeknek van Uj-beli szomszédjuk, de nincs Us-beli, vala-
mint azok, amelyeknek egyaltalan nincs U-beli szomszédjuk — Va-be. Vegyiik észre, hogy
azok a cstucsok, amelyeknek nincs U-beli szomszédjuk, barmelyik oldalra keriilhetnének
az {Uy,Us} particié alapjan. Ezért szeretnénk biztositani, hogy a legtobb csticsnak (de
legaldbbis a ,fontos” csticsoknak) legyen U-beli szomszédja.

4.5. Definicié. Egy v € V fontos cstics, ha a fokdra teljesil d(v) > §N.
Egy U C V' csicshalmaz korrekt halmaz, ha a fontos csicsok kozil legfeljebb N olyan
van, aminek nincs U-beli szomszédja.

Lathatd, hogy az elébbi definicié nem koveteli meg, hogy egy korrekt halmazban
minden fontos csiicsnak legyen szomszédja, csak azt, hogy majdnem mindegyiknek. Ennek
az engedékenységnek a kovetkezménye, hogy az algoritmusunkban a ténylegesen vizsgalt
Gx részgraf mérete figgetlen lehet a G graf méretétol.

4.3. Allitas. Egy egyenletes eloszldssal vdlasztott t € Q(log(1/€)/€) méreti U C V csiics-
halmaz legalabb 5/6 valészinidséggel korrekt.

Bizonyitdas. Legyen v € V tetszéleges fontos cstics. Annak a valdszintisége, hogy v-nek
nincs szomszédja az egyenletesen valasztott ¢t méretii U-ban, legfeljebb (1 — ¢/3)!, hiszen
barmely U-beli csicesal legalabb €/3 valésziniiséggel szomszédos a fontossdga miatt. To-
vabb becsiilve feliilrél
€\t —tE €
(1-5) seti=—.
3 18

Az egyenl8tlenség indoklasa: (1 — §)" = (1 — #)t, amibdl lim,, ,oo(1 — 7)™ = e~* miatt,
és azért, mert (1 — )™ monoton né, kovetkezik az egyenl6tlenség. Az egyenléség pedig
azért igaz, mert ¢t = 3log(18/¢€)/e valasztassal t € ©(log(1/e)/e) teljesiil, ezt a t értéket
behelyettesitve pedig épp az eredményt kapjuk.

Amit belattunk: p = Pr[egy adott fontos csticsnak nincs U-beli szomszédja] < €/18.
Jelolje az Y valdsziniiségi valtozo azon fontos csiicsok szamat, amelyeknek nincs U-beli
szomszédjuk. Mivel Y binomialis eloszlast, tetszoleges elemre a feltétel teljesiilésének esélye

p < €/18, és legfeljebb N az elemek (fontos csticsok) szama, a varhaté értékre E(Y) < NG

teljesiil. A Markov-egyenlGtlenség miatt Pr [Y >N §] < %}2 <1/6.
Azt lattuk be, hogy annak a valészintisége, hogy legalabb N £ fontos csticsnak nincs U-
beli szomszédja, legfeljebb 1/6. Ez a korrekt halmazok definici6ja miatt éppen azt jelenti,

hogy U legalabb 5/6 valésziniiséggel korrekt. O

4.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {u,v} € E él zavarja az (Up,Us) particiét, ha
mindkét végpontja beleesik valamelyik U; (i € {1,2}) szomszédsagaba, azaz u,v € I'(Uy)
vagy u,v € I'(Us) teljesiil.
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Egy (Uy,Us) particiét e-hasznosnak neveziink, ha azt kevesebb mint §N2 él zavarja, egqyéb-
ként e-haszontalannak hivjuk.

4.4. Allitas. Ha a G = (V, E) grdf e-tavol van a pdrossagtol, akkor barmely U C V' korrekt
csucshalmaznak bdrmely particioja e-haszontalan.

Bizonyitds. Az, hogy G e-tavol van a parossagtol, azt jelenti, hogy a csticshalmaz barmely
V = {Vi, V»} particiéjara legaldbb e N? olyan él van, ami sérti a particiot, azaz két Vi-beli
vagy két Vo-beli cstcs kozott fut.

Becsiiljiik felilr6l azon élek szamat, amelyek sértik ugyan az U = {Uy,Us} particié-
bél szarmaz6 V. = {Vi, Va} particiét, de ez nem deriil ki szdmunkra, ha csak {Uy, Us}-t
tekintjiik. Tehat azokrdl az élekr6l van szd, amelyek sértik {Vi, Va}-t, de nem zavarjak
{U1, Uz }-t. Nevezziik ezeket SNZ (sértd, de nem zavard) éleknek.

Azok az élek, amelyek mindkét végpontja I'(U)-beli, nem SNZ-k, hiszen azok vagy
nem sértik {Vi,Va}-t (ha I'(U;) és I'(Usz) kozott futnak), vagy zavarjak {Up,Us}-t (ha
mindkét végpontjuk ugyanabban a I'(U;)-ban van, i € {1,2}). Tehdt azon élek szdma,
amelyeknek legalabb az egyik végpontja V' \ I'(U)-beli, feliilrél becsli az SNZ élek szdmat.

Ezt tovabb becsiilhetjiik feliilrél. Ehhez bontsuk ketté ezt az élhalmazt:

o Azok az élek, amelyek V' \ I'(U)-beli fontos cstcsra illeszkednek. Mivel U korrekt
halmaz, legfeljebb §N darab I'(U)-n kiviili fontos cstics van, és ezek mindegyikének
legfeljebb N a foka, ezért maximum §N 2 ilyen él lehet.

o Azok az élek, amelyek V' \ T'(U)-beli nem fontos csticsra illeszkednek. Ezek szaméat
rogton tovabb becsiiljiik felilrél azzal, hogy az 6sszes nem fontos csicsra illeszkedd
élet tekintjiik. Nem fontos cstucsbdl legfeljebb N darab lehet, és a fontos csticsok
definicija miatt mindegyik nem fontos csticsnak kevesebb mint §N szomszédja van.
Ezért ilyen €lbdl szintén maximum §N 2 darab lehet.

Azt kaptuk, hogy az SNZ élek szama feliilrol becsiilhetd ezen két érték Osszegével,
%N 2_tel. Mivel az 6sszes {V1, Va}-t sérté él szama legalabb e N2, kovetkezik, hogy ezek
kozott legaldbb §N2 olyan él, van, ami zavarja {Uy,Us}-t. Tehat az {U;, Uz} particié
e-haszontalan. O

A kovetkez allitasbol az fog kidertilni, hogy ha egy {Uy,Us} particié e-haszontalan,
akkor err6l nagy val6sziniiséggel meggy6zédhetiink az S minta vizsgélataval. A bizonyité-
kot egy olyan (v,v") € Sx.S szomszédos csticspar szolgéltatja, ahol v és v’ is ugyanabban
a I'(U;)-ben van, mondjuk I'(U;)-ben. Tehat mindkét csicsnak van Uj-beli szomszédja,
legyen v szomszédja u, v'-é pedig v/, ahol u,u’ € Uy. Ha esetleg u = u/, akkor {v,v’,u}
haromszoget alkot a Gx részgrafban: ezt észreveszi az algoritmusunk. Ha u # v/, akkor
a v és v kozotti él miatt u és v’ mindenképp kiilonbozé oldalra kertil (u oda, ahova v/,
v’ oda, ahova v) az X = U U S halmaz barmely tokéletes particidja esetén. Azaz, mivel
u,u’ € Uy, az {Uy, U} particié nem egészithetd ki X-nek egy tokéletes particigjavd, tehdt
az {Uy,Us} alapjan particionalt csticshalmaz esetén Gx ellendrzésekor az algoritmusunk
taldl paratlan kort.

4.5. Allitas. Legyen U C 'V egy |U| = t méreti csicshalmaz, és tekintsik ennek egy

ez s

m € Q(t/€) méreti S C'V csiucshalmazra

f;r[V(v,v’) € SxS,i€{1,2}: (v,0) ¢ E(L(U;),T(1;))] < %27(#1)_

Ahol (v,v") € E(A, B) jelentése egy G = (V, E) graf és A, B C V esetén, hogy v € A,
v' € Bés {v,v'} € E. A (v,0') ¢ E(A, B) pedig ennek a negéltja. Tehdt az llitds szerint
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egy e-haszontalan {U;,Us} particié esetén nagy valdsziniiséggel van olyan él S-en beliil,
ami zavarja ezt a particiét. Tehdt az {U;,Us} nem egészitheté ki X = U U S-nek egy
tokéletes particiojava.

Bizonyitds. Mivel {Uy, Uz} e-haszontalan, legalabb £V 2 ¢l zavarja, vagyis

Wl

Pr[3i € {1,2} : (v,¢) € BT, T(0)] >

Az m elemii S halmazt egyenletesen védlasztjuk, ami tekinthetd gy, hogy m/2 darab
(v,v") csticspart valasztunk fiiggetleniil, egyenletes eloszldssal. Ahhoz az eseményhez, ami-
nek a valdszintisége szerepel az allitds bal oldalan, az kell, hogy ezek egyike se zavarja a
particiét. Ezért

e\m/2
PrlY(v,v') € SxS,i € {1,2} : (v,0) ¢ BO(U),D(U))] < (1 - 5) .

A jobb oldalt tovabb becsiiljiik feliilrél, elészor a 4.3. allitds bizonyitdsdban mar latott

médon, e-ban exponenciélis fiiggvénnyel. Legyen m = S ((¢ + 1) In(2) + In(3)), erre teljesiil,

€

hogy m € ©(t/e). Ezt behelyettesitve kapjuk a bizonyitand6 allitast.

(1 - E)mh < emels — Lo
3 = 3

O

A 4.2. tétel bizonyitasinak befejezéséhez vegyiik észre, hogy Gx csak akkor lehet
paros graf, ha (a) U nem korrekt, vagy ha (b) U ugyan korrekt, de van olyan particidja,
hogy egy olyan él sincs G x-ben, ami zavarja a particiot. Az (a) eset valdsziniisége a 4.3.
allitas miatt legfeljebb 1/6.

A (b) esetben U korrekt, ezért a 4.4. allitds miatt U barmely particidja e-haszontalan.
A 4.5. allitas szerint ebbdl kovetkezik, hogy barmely U-particié esetén annak a valdszinti-
sége, hogy S éleinek vizsgalataval nem talalunk rossz élet, legfeljebb %2*(”1). Tehét annak
az esélye, hogy U-nak a lehetséges 2!Vl = 2 darab particiéja koziil van olyan, amelyik ese-
tén nem taldlunk S-ben rossz élet, a Boole-egyenl6tlenség miatt legfeljebb 2 %2_(”1) = %.

Ezzel belattuk, hogy ha G e-tavol van a parossagtol, akkor legfeljebb 1/64+1/6 = 1/3
valészintiséggel paros a Gy részgraf.

O

A grafok parossagat tesztel$ algoritmust megvaldsitottunk, és a futtatasok soran szer-
zett tapasztalatokat értelmeztiik. Ezek az eredmények a 7.2. szakaszban olvashatok.

4.2. Egyéb grafmodellek

Két tovabbi modellrél tesziink emlitést. Ezek esetén is attekintjiikk a parossagtesztelés
példajat, de méar részletes elemzés nélkil. Forrasként [Goll7] 9. és 10. fejezetét hasznaltuk.

4.2.1. Korlatos fokszamu grafok modellje

Ez a modell Goldreich és Ron nevéhez flizédik [GRO4].

A stirtigraf-modell esetén a szomszédsagi matrix megaddashoz hasonld volt a hozzaférés
a grafhoz. Ebben a modellben egy maésik elterjedt grafmegadasi méddal, a szomszédsagi
listaval van analogia. Ehhez fel kell tenniink, hogy van egy d fels6 korlat a G-beli csticsok
fokszamaira. Ekkor a G = (V, E) grafra az ordkulum egy ¢ : V' x[d] — V U {0} figgvény,
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ahol g(u,i) = v, ha az u € V cstcs i-edik szomszédja (a szomszédsagi listdban) a v € V
cstucs; és g(u,i) = 0, ha u-nak kevesebb mint i darab szomszédja van. Irdnyitatlan grafrél
lévén sz6, feltehetjiik, hogy g(u,i) =v < 3Jj € [d] : g(v,j) = u.

A reprezentacio itt is meghatdrozza a tavolsdgmértéket: azon (u, i) paroknak az 6sszes
ilyen parhoz vett ardanya, amelyek eltér6 értéket adnak a grafokat reprezentalé fliggvények-
be helyettesitve. Formalisan: ha a G = ([N], E) grafot a g, a G' = ([N], E')-t a ¢’ fiiggvény
reprezentdlja, m pedig barmely permutéci6 lehet az [N] halmazon, akkor G és G’ tavolsdga

ming -, ey {v 2 3t g(u, i) = v}A{v 2 3i ¢'(m(u), i) = m(v)}

Dy(G, &) = d-N ’

ahol A a halmazok szimmetrikus differencidjat jeloli, azaz AAB = (AU B) \ (AN B).
Az, hogy a G graf e-tavol van a T tulajdonsagtél, ebben a modellben azt jelenti, hogy
VG’ € T esetén Dy(G,G') > e.
A korlatos fokszam elnevezés vildgos: csak olyan grafok reprezentalhatdk igy, amelyek
maximalis fokszama legfeljebb d.

A parossag tesztelése

Belathat6, hogy a korlatos fokszamt grafok modellje esetén mindenképp sziikséges Q(v/N)
kérdés a parossig teszteléséhez [GRO4| — ellentétben a stirtigraf-modellel, ahol N-tél fiig-
getlen darabszami és 1/e-ban polinomidlisan sok kérdéssel tesztelhetd ez a tulajdonsig.
Ez a korlat lényegében szoros, ugyanis O(v/N) - poly(1/€) kérdés elegendd [GR99)].

A tesztel6 algoritmus véletlenszeriien kivalasztott csicsbdl indulé véletlen bolyongé-
sokat (random walk) végez a grafon, és akkor fogad el, ha az ekozben felfedezett részgraf
paros. Ezt mutatja be a 4.3. algoritmus.

Bemenet:
N: a graf cstcsainak szdma (feltessziik, hogy a cstcshalmaz V' = [N]);
d fokszamkorlat;
€: tavolsagparaméter;
g : Vx[d] = V U{0}: hozzaférés a G graf szomszédsagi lista orakulumahoz.
A {6 l1épések:
1. Ciklus t = O(1/¢) koron &t
1.1. Vélasszunk egyenletes eloszldssal egy s € [N] csticsot.
1.2. Végezziink K = v/N - poly(log(N)/e) darab véletlen bolyongast s-bol
indulva, mindegyik hossza legyen ¢ = poly(log(N)/e).
1.3. Jeldlje Ry azon csucsok halmazat, amelyeket a bolyongasok
barmelyikében paros sok lépésben értiink el s-bol;
R pedig ugyanezt paratlan sok lépésre.

1.4. Ha Ry N Ry # (), akkor utasitsunk el.
2. Fogadjunk el.

4.3. Algoritmus: A parossag tesztelése korlatos fokszamu esetben.

Véletlen bolyongas alatt azt értjiik, hogy egy kezdd csicsbdl indulunk, és minden
lépésben az aktudlis cstcs szomszédai koziil egyenletes eloszlassal valasztjuk ki a kovetkez6
csticsot. Igy végiil egy sétat kapunk a grafban. A bolyongdshoz minden lépésben tudni
kell az aktudlis cstics fokszamét. Ez ebben a modellben binaris kereséssel log d kérdéssel
egyszeriien meghatérozhat6 egy-egy cstcsra. igy, felhasznalva, hogy d < N, az algoritmus
lekérdezéseinek szdma t - K - £ -logd € O(v/N) - poly(log(N)/e) = O(v/N) - poly(1/e).
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Az vilagos, hogy az algoritmus minden paros grafot 1 valésziniiséggel elfogad, vagyis
egyoldali hibdja van. Az is belathatd, hogy a parossigtol e-tavoli grafokat legalabb 2/3
valoszintiséggel elutasitja, azaz a 4.3. algoritmus valéban tulajdonsagteszteld.

4.2.2. Altalanos grafmodell

Ezt a modellt Parnas és Ron vezette be [PR02].

Ebben az esetben a grafot reprezentald fliggvény nem rogzitett, igy a tavolsdgmér-
téket sem lehet ehhez kotni, az fliggetlen a reprezentaciétol. A lekérdezések altaldban az
el6z6 két modell barmelyikének megfelelGen torténhetnek, azaz a szomszédsigi matrix és
a szomszédsagi lista ordkulumatol is lehet kérdezni.

A tavolsagmérték azt adja meg, hogy a két graf élhalmaza hany elemben tér el egy-
mastél, osztva az Osszes él szamaval — a két graf koziil a nagyobb élhalmaz méretével.
Tehat ha G = ([N], E) az egyik, G’ = ([N], E’) a mésik graf, = pedig barmely permutéci6
lehet az [IN] halmazon, akkor G és G’ tévolsaga

_ ming [EA{m(u), 7(v)} : {u,0} € B'}|

!
Dyl ) max(|EL, | B)

Az dltalanos grafmodell elnevezés helytalls, mivel ez a legaltalanosabb modell a harom
koziil: nem feltételezi sem azt, hogy stirti legyen a graf, sem azt, hogy korlatozott fokszamu
legyen. Epp ezért ennek a modellnek a vizsgalata a legtsszetettebb feladat.

A parossag tesztelése

Az altalanos grafmodellben a parossig tesztelésérél Kaufman, Krivelevich és Ron irtak cik-
ket [KKRO4|. Az altaluk leirt algoritmus alapvetéen a korlatos fokszami eset algoritmusat
hajtja végre, igy ahhoz hasonlé korldtokat kaptak. Jelolje m = |E| a vizsgalt G graf élei-
nek szamét. A cikk f6 eredménye, hogy egyrészt szitkséges legaldbb Q(min{v/N, N2/m})
kérdés, masrészt elegendé O(min{v/N, N?/m}) - poly(log(N)/¢) darab.

Az utdbbi eredményt megvaldsité algoritmushoz el6szor meg kell becsiilni a graf at-
lagos fokszaméat, amit d-vel jeloliink. Ez — itt nem részletezett médon — O(v/N) kérdéssel
megtehetd. Vegyiik észre, hogy m = Nd/2, tehit a lekérdezésbonyolultsighan szerepld
O(min{V/N, N2/m}) kifejezés helyett O(min{v/N, N/d}) is frhaté.

Ahhoz, hogy a korlatos fokszamu grafokra vonatkozé algoritmust hasznalhassuk, kor-
latos fokszamuva kell tenni a bemeneti altaldnos G grafot. Ezért egy visszavezetést adunk:
G-hez hozzarendeliink egy G’ korlatos fokszamu grafot, aminek a parossdga, illetve a pa-
rossagtol vald e-tavolsaga alapjan G-re is hasonlé kovetkeztetést vonhatunk le. Beldthato,
hogy ez megteheté olyan médon, hogy G maximalis foka legfeljebb 2d, és benne a csticsok
és az élek szama sem sokkal nagyobb, mint G-ben. A G — G’ leképezés részleteit nem
ismertetjiik, de a lényege, hogy G-nek a d-nél magasabb foku cstcsait egy-egy d-reguldris
paros graffal helyettesitjik.

A tovébbiakban tehat G’-vel dolgozunk: beldthatd, hogy a G ordkulumaihoz vald
hozzéféréssel ez emuldlhaté. Bar G’ paraméterei eltérhetnek G-éitél, a nagysdgrendjiik
ugyanaz, igy nem vezetiink be 14j jeloléseket. Két esetet kiillonboztetiink meg, mindkettében
lényegében a 4.3. algoritmust hajtjuk végre.

« Ha d < /N, akkor a 4.3. algoritmust az eredeti formajaban futtatjuk. Err6l a kor-
latos fokszami esetnél mar lattuk, hogy O(vV/N) - poly(log(N)/e) kérdést igényel.

e Ha d > VN, akkor K = poly(log(N)/e) - \/N/d és £ = poly(log(N)/e¢) paramé-
terekkel hajtjuk végre a 4.3. algoritmust. Tovabbi kiilonbség, hogy ez esetben az
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algoritmus 1.4. 1épése helyett a szomszédsigi matrix ordkulumhoz intézett kérdé-
sekkel ellendrizziik a parossagot. Minden Rg-beli csiicsparra megnézziik, hogy fut-e
kozottiik él, és ha igen, akkor elutasitunk; majd ugyanezt megismételjik R;-re is. Ez
osszesen t - (K - £ -logd + (K()?) € O(N/d) - poly(log(N)/e) kérdés.

Ezzel belattuk az eljards komplexitdsara vonatkozdé allitast. Err6l az algoritmusrol
is belathato, hogy tulajdonsagteszteld, az egyoldali hiba pedig itt is nyilvanvald. Vegyiik
észre, hogy az elsé esetben, azaz ha d < /N, akkor O(v/N) C O(N/d); mig a méso-
dik esetben épp forditott a helyzet. Tehdat ez az eljaras hatékonyan altalanositja a 4.3.
algoritmust.
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5. fejezet

Feszitett-C;-mentesség tesztelése

A Szemerédi-féle regularitasi lemma [Sze78] erds grafelméleti eszkoz, sok altalanos ered-
ményt sikeriilt mar bizonyitani a segitségével. Az egyik ilyen tétel szerint tetszdleges rog-
zitett H graf esetén tesztelhetd a bemeneti graf |V (G)| = N méretétdl fiiggetlen kérdés-
szammal, hogy a G grafra igaz-e, hogy nem tartalmaz H-val izomorf feszitett részgrafot
[AFKS00]. Ugyanakkor a hatékonység szempontjabdl az is fontos kérdés, hogy hogyan fiigg
a kérdések szama a tavolsagparamétertol. Ebbél a szempontbdél mar nem tekintheté ha-
tékonynak az eredményben szerepl6 tesztel6 algoritmus, ugyanis a lekérdezéskomplexitasa
a tavolsdgparaméter reciprokanak, azaz 1/e-nak torony-tipusu fiiggvénye. Torony-tipusi
fiiggvény (tower function2 példaul T'(z), ahol a fiiggvény értéke egy x magas 2-hatviny
ytorony”, pl. T'(3) = 2. (Valéjdban az eredeti eredmény még ennél is rosszabb, tn.
wowzer-tipusi volt, ezen kés6bb javitottak.)

Bizonyitott, hogy néhény kivételtél (és azok komplementereitdl) eltekintve semmilyen
H esetén nem lehet a feszitett H-mentesség tesztelésének lekérdezéskomplexitdasa polino-
mialis 1/e-ban [AS06]. Ebben az értelemben tehat nehezen tesztelhetd tulajdonsagok ezek.
A kivételek a 4 hosszt kor (Cy), és a legfeljebb 3 hosszt utak. A legfeljebb 3 hosszt utak
esetérdl kideriilt, hogy polinomidlis darabszamu kérdéssel tesztelheték [AS06, AF15]. A
Cy esetében az eddigi legjobb eredmény exponencidlis 1/e-ban [GS18], azaz az altalanos
eredménynél jobb, de polinomialisnal rosszabb.

Az utébbi, tehat a feszitett-Cy-mentesség tesztelésérdl szdéld bizonyitas egyes részeit
ismertetjiik az aldbbiakban, a forrds tehdt [GS18]. A cikkben a szerzék véllaltan nem t6-
rédtek pontos becslésekkel, az eredmény paramétereinek optimalizdlasaval. A folytatasban
erre tesziink kisérletet, tehat az aldbbi eredmények a cikkben talalhatoktol helyenként el-
térnek, azokndl élesebbek. Csak azon részeredmények bizonyitdsat kozoljik, ahol valtozas
tortént az eredeti valtozathoz képest, és csak azokat a lemmakat mondjuk ki, amelyek e
bizonyitasokhoz sziikségesek.

Az aldbbiakban egy szomszédsagi ordkulummal adott (slirti) G grafot szeretnénk tesz-
telni feszitett-Cy-mentesség szempontjabdl. Ehhez a {6 eredmény azt mondja ki, hogy ha
egy graf e-tavol van a feszitett-Cy-mentességtol, akkor egy 1/e-ban exponenciélis fiiggvény
reciprokdval és N4-nel aranyos a benne talalhaté feszitett Cy példanyok szdma. Ebbél valé-
ban kovetkezik a tesztelés lekérdezéskomplexitasanak exponencialitasara vonatkozo allitas:
ha G-ben van N*/z példany Cy-bdl (jelen esetben x = 2¢ ° lesz), akkor s darab csticsné-
gyest mintavételezve annak a valdszinlisége, hogy egyetlen C4 példanyt sem talalunk, az
alabbi képlettel becsiilhetd.

O ()
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Ez s = /21 esetén mar kisebb, mint 1/3, azaz x/21 csicsnégyes mintavételezése elegendé.
Ugyanakkor egy csticsnégyes mintavételezése alatt négy, véletlenszertien valasztott cstcs
koziil barmely kettd kozotti élre vonatkozé kérdést, azaz Gsszesen 6 kérdést értiink. Igy
Osszességében 6x/21 = %x kérdésrol van sz6. A f6 tétel tehat a kovetkezo.

5.1. Tétel ([GS18] Theorem 1). Ha egy N csicsi G graf e-tdvol van a feszitett-Cy-

mentesséqgtol, akkor legaldbb N*/2¢°° feszitett Cy példdanyt tartalmaz, ahol ¢ > 1 abszolit

konstans. Ebbél kévetkezik, hogy a feszitett-Cy-mentesség tesztelésének lekérdezéskomple-
oy 7 . 2 —cC

witdsa legfeljebb £2¢ .

5.1.1. Megjegyzés. Az eredeti cikkben a lekérdezéskomplexitisnak csak a nagysdgrendje

szerepelt, valamint a c konstans értékére rosszabb az eredmény — ezzel a bizonyitds utdin

részletesebben foglalkozunk.

A bizonyitas hasonlé a regularitasi lemmaéhoz, és to6bb lemmaéan keresztiil vezet. Az
alapveto gondolat az, hogy belassuk, minden graf kézel van ahhoz, hogy bizonyos értelem-
ben jél strukturalt legyen. Valamivel konkrétabban: kevés élet kell médositani ahhoz, hogy
kevés cstcsot figyelmen kiviil hagyva, a graf particiondlhaté legyen klikkekre és fiiggetlen
halmazokra. Rdadédsul az e csicshalmazok kozott futd élekre is igaz, hogy kozel vannak az
egységességhez, tehat ahhoz, hogy vagy minden él meglegyen egy csicshalmaz-par kozott,
vagy egy se legyen. SOt, a csicshalmazok nem tul kis méretii részhalmazaira valéban tel-
jesiil is ez az egységesség. Mindezt Osszekotjiik a csticshalmaz-parok kozotti paros grafok
feszitett ketté méretii parositdsainak vizsgalataval (ami egyszeriibb kérdés) ahhoz, hogy
az eredeti grafban feszitett négy hosszu kérdket talaljunk.

Tetsz6leges U C V(G) esetén G[U] a G grafnak az U cstcshalmaz altal feszitett
részgrafjat jeloli. A tovabbiakban X és Y a vizsgalt graf csicshalmazanak diszjunkt rész-
halmazai: X, Y C V(G) és XNY = . Az (X,Y )¢ péros grafon azt a grafot értjik, amelyet
tgy kapunk, hogy a G[X UY] grafbdl elhagyjuk azokat az éleket, amelyek mindkét vég-
pontja X-ben, vagy mindketté Y-ban van.

5.1. Definicié. Egy (X,Y)q pdros graf feszitett My részgrafjan olyan x,x',y,y' csics-
négyest értink, ami eqy ketté méretl pdrositist hatdroz meg X és'Y kozott, vagyis ahol
z,o' € X,y €Y, és {x,y},{2',y'} € E(G) de {z,y'},{2',y} ¢ E(G).

A definicidhoz illusztracidként szolgal az 5.1. abra. Vegyiik észre, hogy a definicié nem
mond semmit az X-en és az Y-on beliili élekrdl, de ha {z,2'},{y,y'} € E(G) (ezeket az
abran szaggatott élek jelolik), akkor a négy cstcs épp egy feszitett Cy példanyt hataroz
meg. Az (X,Y) parra azt mondjuk, hogy feszitett-My-mentes, ha (X, Y)g-ben nincs feszi-
tett Mo részgraf. Az el6z6 észrevételhez hasonldan lathatd, hogy ha X és Y klikkek, akkor
(X,Y) feszitett-Ma-mentessége ekvivalens G[X UY] feszitett-Cy-mentességével.

5.1. abra. Feszitett My példany X és Y kozott.

Az (X,Y) part homogénnek nevezziik, ha az (X,Y)q paros graf vagy iires, vagy teljes.

c sz

két elemének mérete legfeljebb eggyel tér el egymdastol, azaz ha minden i,j € [r] esetén
1Bl = [P5]] < 1.
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5.2. Lemma ([GS18] Lemma 5). Ha (X,Y) feszitett-My-mentes, akkor barmely r > 1
egész esetén van az X halmaznak olyan r elemid X = X7U---UX, ekviparticidja, ésY -nak
olyan r+1 elemGY =Y, U---UY, 41 particidja, hogy mindeni € [r], j € [r+1] ési # j
esetén (X;,Y;) homogén.

5.2.1. Megjegyzés. Az egyszeriiség kedvéért, kovetve [GS18]-at, ezentil feltessziik, hogy
az 5.2. lemma alkalmazdsakor | X| oszthato r-rel. Ebben az esetben a kapott {X1,..., X, }
ekviparticicban minden elemre | X;| = | X|/r teljesil.

Legyen adott egy halmaznak két particidja, Py és Py. Azt mondjuk, hogy Py finomi-
tdsa Pi-nek, ha minden Ps-beli halmaz részhalmaza egy Pi-belinek, tehdt VA € Py esetén
3B € Py, hogy A C B.

5.2. Definicié. Egy N cstcst graf csicshalmazdanak P particidja d-homogén, ha teljestil,
hogy NH(P) := Y |U||V| < N2, ahol az dsszeget az olyan U,V € P halmazokon vessziik,

ahol az (U, V') pdr nem homogén.

Ez hasonlé méretii halmazok (pl. ekviparticid) esetén azt jelenti, hogy a halmazpa-
roknak csak legfeljebb ¢ része nem homogén, vagyis a legtobb par homogén. Arra utalva,
hogy ez az érték a particié ,nemhomogenitasat” méri, jeloljitk NH(P)-vel.

Koénnyen lathato, hogy ha egy P; d-homogén particiét gy finomit Ps, hogy a Py
egyetlen elemébdl a finomitasnal keletkez6 halmazok egymas kozott paronként homogének
legyenek! (azaz minden olyan A, B € P; esetén, ahol A, B C U € P4, teljesiil, hogy (4, B)
homogén), akkor a Py finomitas is §-homogén. Mindenképp ilyen jellegii finomités torténik
példaul akkor, ha P; minden eleme klikk vagy fliggetlen halmaz.

5.3. Lemma ([GS18] Lemma 6). Legyen adott egy § > 0 walds szam, valamint eqy N
csticsy G graf csucshalmazanak egy olyan V(G) = X1 U --- U Xy, particidja, ahol minden
i € [k]-ra X; klikk, és minden 1 < i < j <k esetén az (X;, Xj) pdr feszitett-Ms-mentes.
Ekkor van olyan, az {X1,..., Xg}-t finomité §-homogén particio, ami legfeljebb k(%)kil
elembdl all.

5.3.1. Megjegyzés. Az eredeti cikkben k(2/8)*-nal becsiilik folilrél a 6-homogén particio
méretét. A javitishoz mindédssze valamivel pontosabb becslést végeztiink, de a teljesség
kedvéért az egész bizonyitdst kozoljuk.

Bizonyitds. Minden (X;, X;) parra (1 < ¢ < j < k) alkalmazzuk az 5.2. lemmét az
r = % paraméterrel. Igy kapjuk X;-nek a Pij = {X},j,..

Vp € [r] + X7, = |Xi]/r), Xj-nek pedig a Pj; = {X}ﬂ-7 . ,X;fjl} particiéjat, ahol
(X7, X};) homogén minden p # ¢ esetén.

Jeloljitk P;-vel minden i € [k] esetén az X;-re vonatkozd P; ; particidk (j € [k], j # i)
kozos finomitésat: kiindulunk az egyik (r vagy r + 1 elemii) particiébdl, és annak minden
elemét tovabb daraboljuk egy mésik particié szerint, igy minden elem legfeljebb r+-1 részre
bomlik; az igy kapott particiét hasonléan bontjuk tovabb a fennmaradé P; ; particiokkal.
Igy a kapott particié mérete |P;| = r#~*(r41)""1 < (r+1)*~1. Jeloljitk P-vel ezen particidk
uni6jat, ami a teljes csiicshalmaz eredeti { X1, ..., X} } particiéjat finomitja: P = Uy Pi.
Ez a partici6 lesz az, amirdl a lemma szol. P méretére teljesiil [P| < k(r+1)"1 < k()1
a particié méretére vonatkozo allitast tehat belattuk.

A -homogenitds igazolasahoz NH(P)-t, azaz a nemhomogén (U, V') parokon (ahol

UV € P) vett > |U||V| osszeget kell feliilr6l becsiilni. Nézziik meg, hogy U és V az

'Ez a feltétel az eredeti cikkben hidnyzott, igy ott pontatlanul fogalmaztik meg az llitast. A cikk Gjabb
valtozataban [GS19], amelyre mar csak ezen fejezet jelentds részének megirdsa utdn sikeriilt felfigyelni,
viszont mar pontositottak.
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eredeti particié melyik elemének részhalmaza: U C X; és V C X, (ahol i # j, mert
minden X; klikk és (U, V) nem homogén). Az 5.3. lemmanak az (X;, X;) parra torténd
alkalmazasabol keletkezd particiok valamely elemének is részhalmaza U, illetve V azaz
valamely p € [r], ¢ € [r+ 1] esetén U C X, V' C X7, De tudjuk, hogy (X7}, X7,)
homogén minden p 7& q esetén, tehat ha (U, V) nem homogén, akkor p = q.

Az alabbiakban az els§ 1épésben az el6bbi megfigyelést hasznéljuk, tehat azt, hogy

Valamely 1<i<j<késpe [ ] eseten U - Xp ésV C Xp A masodlk lepes azért Jogos

e sz

0,77

abbdl kovetkez1k hogy ZTH |Xiz = | Xj|.

NITIEED SIS AN i Sl I APE N S b

1§Z<j§kp 1 1<i<j<k p=1 1<i<j§k

Tudjuk, hogy N? = (3F_, |X \)2 Sy X 4 23 <o 1XG] |1 X ], amibsl kovet-
kezik, hogy > 1<, ;< [Xil[X;] < - ® (ha k> 2) Igy a fenti egyenlétlenséglanc jobb oldala

tovabb becsiilhetd feliilrél g[—r-rel, ami r = % miatt egyenld SN2-tel. Tehit a P particié
valéban d-homogén. O

5.4. Lemma ([GS18] Lemma 7). Legyen adott egy 6 > 0 valds szdm, valamint eqy N
csucst G graf csucshalmazanak egy olyan V(G) = X1 U --- U Xy, particidja, ahol minden
i € [k]-ra X; klikk, és minden 1 < i < j < k esetén az (X;, X;) pdr feszitett-Ma-mentes.
Ekkor van olyan Z C V(G), |Z| < 0N, amire igaz, hogy a V(G)\ Z csiucshalmaznak létezik
az {X1\ Z,..., X \ Z}-t finomité Q = {Q1,...,Qq} particidja, amire NH(Q) < SN2

> N inden i € [q]

Ezenkivil vannak olyan W; C Q; részhalmazok, amelyekre |W;| o

esetén, és (W;, W;) homogén minden 1 < i < j <k pdrra.

2
5.4.1. Megjegyzés. Az eredeti cikkben |W;| > N (2%)101: szerepel. A kiilonbség kisebb
részben abbol ered, hogy az 5.5. lemma javitott vdltozatdt haszndljuk, nagyobb részben pedig
abbol, hogy pontosabban becsliink.

c s 2

Bizonyitds. Alkalmazzuk G-re és a csticshalmazanak a megadott { X7, ..., X} particidjira
az 5.3. lemmat § paraméterrel: igy kapjuk a é-homogén P particiét. Legyenek a (Q; halma-
zok a P nem tul kis méretii elemei, konkrétan Q = {Q1,...,Qq,} ={U € P : [U| > |P|} Z
pedig a t6bbi (tehat a kis méretil) P-beli halmazok unidja: Z = Uyep\ - Igy vildgos, hogy
teljesiil, hogy Q finomitja {X; \ Z,..., X} \ Z}-t, és P J-homogenitdsa miatt az is, hogy
NH(Q) < §N2. A Z halmaz mérete is rendben van, hiszen kevesebb mint |P| darab kis
méret(l halmaz unidja, igy |Z| < |73 P = = 0N. Tehat mar csak megfelel6 W; halmazokat
kell talalni.

Alkalmazzuk tjra az 5.3. lemmét G-re és a megadott { X7, ..., X} particiora, ezuttal
— % paraméterrel: ebbdl legfeljebb k(%)k_l elemfi §’-homogén particiét kapunk, amit
V-vel jeloliink. Legyen W a P és a V particidk kozos finomitdsa, ami szintén ¢’-homogén,
hiszen V-t finomitja. Fels6 becslés adhaté W méretére:

1 k—1
W< PIvi< Pk (5) (5.1

e sz

W, ={WeW: W C Q;}. Minden i E [q] -ra vegyunk egy elemet Q;-bél veletlenszeruen,
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egyenletes eloszlassal: w; € Q;; és legyen W; € W; az a halmaz, amelyre w; € W; teljesiil.

|Qi]
Qi) ] Wiagw 1

2q|W| il 24
hiszen a legfeljebb ennyi elemii halmazok elemeinek 6sszes szama kisebb, mint a szamlalo; a

nevezo pedig az Osszes elem szama, ami koziil valasztjuk w;-t. A Boole-egyenl6tlenség miatt
|Qs]

2qW)°

Tehét 1/2-nél nagyobb valdsziniiséggel teljesiil a kovetkezd.

Pr |:|Wz’ <

annak a valészin{isége, hogy minden i € [g]-ra |W;| > nagyobb, mint 1 —g¢- 2%1 =1/2.

. 1k—1 2k—1 2k—1 4k2 -3k
Wi > 2|Q2| > ON/|P| _ ONG N§ NJ§ N§

a W] = APT- [PRCET ~ 2PPR  BRIPFRT Skt 2k
A miésodik egyenlétlenségben azt hasznéltuk, hogy |Q;| > %)—N‘ (Q-ba csak a nem tul kis
méretli P-beli halmazok keriiltek), hogy ¢ = |Q| < |P], és a |[W|-re kapott (5.1) becslést. A
harmadik 1épésben csak dtrendezés torténik, a kovetkezdben pedig &' = % helyettesités.
Az utolsé elétti 1épés |P|-nek az 5.3. lemmébdl kovetkez felsé becslését haszndlja, végiil
pedig még egy atrendezés torténik.

Barmely 1 < i < j < ¢ esetén annak a valoszintisége, hogy a (W;, W;) par nem
homogén

/ 2 2
1

nemhomogén (W,W’)eW; x W ’Q1||Q]| ON 02N |,P|

El6szor felhasznéltuk, hogy Vi € [¢] : |Q;] > %)—N‘; majd azt, hogy a W particié 6’-homogén;
végiil pedig azt, hogy § = %. Ismét a Boole-egyenlotlenséget hasznalva lathatd, hogy

annak a valészintisége, hogy minden (W, W;) par homogén, legalabb

N \P\) | PR 1
1-— — >1-— —>] - —— =1/2.
<2>r7>2— <2 pratT e Y

2_
Azt kaptuk, hogy Pr [Vi € [q] : |W;| > %

Prvl <i<j <q:(W;,W;) homogén] > 1/2. Tehat pozitiv valészintiséggel mindkét ese-
mény teljesill, vagyis a W; halmazok kielégitik a lemma &llitasat. O

> 1/2, valamit azt, hogy

Egy X C V(G) csucshalmaz siirisége alatt a d(X) = e(X)/(pQ(l) szdmot értjiik, ahol
e(X) azoknak a G-beli éleknek a szaméat jeloli, amelyeknek mindkét végpontja X-ben van
(e(X) = [{{u, v} € E(G) : u,v € X}]).

5.5. Lemma ([GS18] Lemma 10). Legyen G eqy N csiicsi grdf, amelynek legaldbb aN?
éle van, ahol o € [0,1/2). Ekkor tetszéleges B € (0,1) esetén teljesiil, hogy vagy van G-ben
QP BN darab feszitett Cy példdany, vagy van olyan X C V(G) csticshalmaz, amelyre
|X|>0,1a2N ésd(X)>1-B.

Azt mondjuk, hogy (X,Y) etdvol van a feszitett-Ma-mentességtol, ha legaldbb
€| X||Y| élet kell médositani (t6rolni vagy behtzni) X és Y kozott ahhoz, hogy (X,Y)
feszitett- Mo-mentessé valjon. Az 5.7. lemmahoz nem szerepel bizonyitas a cikkben, hanem
egy altaldnosabb eredményre hivatkoznak [AFNO7]. Ahhoz, hogy valamit megtudjunk az
allitasban szerepld konstansrél, egy szorosan kapcsolédd eredményt fogalmazunk at bizo-
nyitas cimszo alatt.

35



5.6. Tétel ([Verl9] Theorem 6). Legyen (X,Y)q egy | X|+ |Y| = n csicsi pdros grif. Ha
legaldbb en? élet kell modositani ahhoz, hogy (X,Y)-t feszitett-Mo-mentessé tegyiik, akkor
az egyenletes eloszldsbol véletlenszeriien vdlasztott %ln% méretii S C V(G) halmaz dltal
feszitett (SNX,SNY ) grif legalabb 1/2 valdsziniséggel tartalmaz feszitett Mo részgrdfot.

A kovetkezd lemma bizonyitasa tehat nem része a forrasként hasznélt cikknek, a
benne emlitett d konstansrol valé ismeretszerzés céljabdl egészitettiik ki vele a f6 eredmény
bizonyitdsanak folyamaét.

5.7. Lemma ([GS18] Lemma 12). Legyen az (X,Y) pdr olyan, hogy | X| = cxn, |Y| = cyn
valamely cx,cy € (0,1), cx + cy = 1 abszolit konstansokra, ahol n = |X| + |Y|. Ha
(X,Y) e-tdvol van a feszitett-Mo-mentességtél, akkor (X,Y) legaldbb €| X|?|Y|? feszitett
My példanyt tartalmaz, ahol d > 0 abszolit konstans.

Bizonyitds. Az, hogy (X,Y) e-tévol van a feszitett-My-mentességtol, azt jelenti, hogy
legalabb €| X||Y| = ecxcyn? élet kell médositani ahhoz, hogy (X,Y)-t feszitett-Ma-
mentessé tegyiik. Az 5.6. tételt alkalmazzuk ¢ = cxcye paraméterrel. Eszerint az egyen-
letes eloszldsbdl véletlenszerfien vélasztott & In 2 mérettt S C V(G) halmaz 4ltal feszitett
(SN X,SNY)q graf legalabb 1/2 valészintiséggel tartalmaz feszitett Mo részgrafot.
Jeloljik mo-vel az (X,Y)-ban taldlhaté feszitett My példanyok szdmat. Az S min-

taval s = ('Sg)ﬂ) (‘Sgy‘) < (|S|2/2)2 < (%ln%f /64 darab csicsnégyest néziink. Annak a

S
valésziniisége, hogy egyetlen M-t sem taldlunk, 1/2 > (1 — MM) , amibol
2 2

" <D2(|> ('?) (1-21) > ('f') (“;’) (1- 2o/ >

19/3
<\)2(|> <|32/|>6/19/3 _ (cch)19/3<|)2(|> <52/’>619/3 ~ (CXCZ) / XY [29/3,

A masodik egyenl6tlenségnél s fels6 becslésének behelyettesitése tortént. A harmadik
egyenlotlenség helyessége szamitdsokkal ellenorizhetd.

Ha e < min{cy,cy} < 1/2, akkor my értéke tovabb becsiilheté alulrél €2!| X|?|Y|?-
tel, azaz d = 21 megfelels. (De ha a konstans egyiitthat6t figyelmen kiviil hagyjuk, ami
kis € esetén teljesen indokolt, akkor 14thatd, hogy valéjdban d = 19/3 kozelebb jarhat a
valésaghoz.) O

5.8. Lemma ([GS18] Lemma 13). Létezik ¢ > 0 abszolit konstans, amelyre birmely
a,vy € (0,1) és N csiicsti G grif esetén teljesiil, hogy vagy van G-ben Q(ay°N*) darab
feszitett Cy példany, vagy van a csicshalmazanak olyan V(G) = X1U- - -UX,UY particidja,
ahol k < 10a5/2, és ami kielégiti az aldbbi harom feltételt:

1. e(Y) < aN?;
2. Vi€ [k]:|X;|>0,1a°2N és d(X;) >1—~;
3. Minden 1 <i < j <k esetén (X;, X;) v-kizel van a feszitett-Ma-mentességhez.

5.8.1. Megjegyzés. Az eredeti cikkben | X;| > 0,1a3N, k < 10a™3, és ¢ = max{84, 20d},
mig itt ¢ = max{82,20d}. Mindhdrom eltérés abbol szirmazik, hogy egy halmaz méretére
pontosabb alsé becslést adtunk. (A cikkben a |V;| > aN trividlis becslést haszndljdk; mi
kicsit tobb szamoldssal a |V;| > \/aN becslést kaptuk.)

Bizonyitds. A bizonyitdsban az abszolut konstans értéke ¢ = max{82,20d} lesz, ahol d
az 5.7. lemma konstansa. Definidljuk a {V;};>0 és az {X;}i>1 csicshalmaz-sorozatokat
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a kovetkezOképpen. Legyen Vo = V(G). Ha az i-edik lépésben e(V;) < aN?, akkor itt
megéllunk. Vegyiik észre, hogy az ellenkezé esetben egyrészt e(V;) > aN? és ("g‘) > e(Vp)
miatt (I%1) > aN?, amibél |Vi|2—|V;| > 2aN? és végiil [V;| > 1/2++/1/4 + 2aN? > /aN.
Mésrészt, ha e(V;) > aN?, akkor alkalmazhatjuk az 5.5. lemmat a G[V;] grafra a és
B = v?/4 paraméterekkel. Ebb6l azt kapjuk, hogy vagy van G[V;]-ben Q(a042%4|V;|4) C
Q(aB24204 N4 darab feszitett Cy példany — ekkor belattuk a lemma allitasat —, vagy van
Xip1 C Vi, amelyre [X;41] > 0,12|V;| > 0,1a%2N és d(X;11) > 1 —v?/4. Ez utébbi
esetben legyen Vi1 = Vi \ X;11, és ezzel kezdjiik el a kovetkezd iteraciot. Jeloljik k-
val az utolsé megkezdett iterdcié sorszamat: vegylik észre, hogy mivel az X; halmazok
diszjunktak és V(G) részhalmazai, valamint Vi € [k] : |X;| > 0,12|V;| > 0,1a%/2N, a
méreteik Osszegére Zle |X;| < N, amibél kévetkezik, hogy k < 10a~5/2. Mivel a k-adik
1épésben végeztiink, e(V},) < aN2, éslegyen Y = Vj,. Igy a V(Q) csticshalmaznak egy olyan
{X1,..., Xy, Y} particiéjat kaptuk, amelyre minden i € [k] esetén |X;| > 0,1a2|V;| >
0,10°/2N és d(X;) > 1 —~%/4 > 1 — v, valamint e(Y) < aN?2. Az els§ két pontot tehat
belattuk.

A harmadik pontot indirekt médon bizonyitjuk: azt latjuk be, hogy ha a harmadik
pont nem teljesiil, akkor G-ben van legaldbb 0,57%10~4a'°N* € Q(ay°N*) darab feszi-
tett Cy példany. Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ és j (1 < i < j < k), amelyre (X;, Xj;)
~-tédvol van a feszitett-Mo-mentességt6l. Az 5.7. lemmét hasznalva (megtehetjiik, mert
0,102|V;] < |X;| < |Vi| miatt a méretaranyaik rendben vannak) tudjuk, hogy ekkor (X;, X;)
legaldbb v4| X;|%|X;|? feszitett My példanyt tartalmaz. Ha egy ilyen példany két X;-beli
csticsa kozott is van €l, és a két Xj-beli csticsa kozott is, akkor épp egy feszitett Cy példanyt
alkot a négy cstics (1asd az 5.1. abrat). Tudjuk, hogy d(X;) és d(X;) is legalabb 1 —~%/4,
vagyis legfeljebb a csticsparok v?/4 része kozott nincs él mindkét halmazon beliil. Ebbél
kovetkezik, hogy legfeljebb 7% /2 része olyan az X; x X; x X j %X Xj-beli csticsnégyeseknek,
hogy akir az X;-beli, akdr az X;-beli csticsparja kézott nem megy él. Tehdt a v¢| X;|?| X2
darab feszitett My példany koziil legfeljebb | X;|?|X;|2v%/2 darab nem hatéroz meg feszi-
tett Cy-et, azaz taldltunk legaldbb |X;[2|X;[2v%/2 > 107%alON444/2 darab feszitett Cy
példanyt. O

5.9. Lemma ([GS18] Lemma 14). Létezik ¢ > 0 abszolit konstans, amelyre bdrmely
a,v € (0,1) és N csiicsii G grdf esetén teljesiil, hogy vagy van G-ben Q(ay°N?) feszitett
Cy példdny, vagy van eqy G’ grif a V(G) csicshalmazon; eqgy V(G) = X3 U---U X UY
particio; eqy Z C X részhalmaz (ahol X = X3 U---U Xg); az X \ Z halmaznak egy,
a {Xi\ Z,....,X; \ Z} particiét finomite Q = {Q1,...,Qq} particidja; és W; C Q;
részhalmazok, amik kielégitik az aldbbi ot feltételt:

1. G'[Y] fiiggetlen halmaz, k < 10a%/2, és minden i € [k]-ra G'[X; \ Z] klikk;
2. |Z| < aN, és minden z € Z izoldlt csics G'-ben;

3. G'-ben NH(Q) < aN?;

|X| 4000 =5 +70a5/2

4. Vi e [q : (Wi > 5 PYTRE TR és G'-ben minden 1 < i < j < q esetén a

(Wi, W;) pdr homogén;

5. |[E(G"AE(G)| < (2a+v/2)N?, és |[E(G'[X \ Z))AE(G[X \ Z])| < yN?/2.

5.9.1. Megjegyzés. Az eredeti cikkben |W;| > |X|(a/20)400007° pecsiés szerepel, és az
otodik pontban két helyen /2 helyett v dll (valamint az 5.8.1. megjegyzésben mdr emlitett
médon k < 10a™3). Ezek egyrészt az el6z6 lemmdk javitott vdltozatainak haszndlatdbél,
mdsrészt pontosabb becslésekbdl szarmaznak. (Pl ndlunk |E(G"[X])AE(G[X])| < vN?/2,
mig az eredeti cikkben yN? a becslés vége.)
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Bizonyitds. A c konstans legyen ugyanaz, mint az 5.8. lemma esetében. Alkalmazzuk G-re
az 5.8. lemmat az adott a és v paraméterekkel. Ha az els6 eset teljesiil, azaz van G-ben
Q(a“y°N*) darab feszitett Cy példany, akkor készen vagyunk. A mésodik esetben kapunk
egy V(G) = X1U- - -UX,UY particiét, ahol k < 10a~%/2. Legyen G” az a graf, amelyet tgy
kapunk G-bél, hogy Y-t fuggetlen halmazza, az X;-ket (Vi € [k]) pedig klikkekké tessziik,
valamint minden 1 < i < j < k-ra az (X;, X;) part feszitett-My-mentessé véltoztatjuk.
Az 5.8. lemma elsé pontja miatt |[E(G”[Y])AE(G[Y])] < aN?, a méasodik és harmadik
pontbdl pedig kévetkezik, hogy |E(G"[X])AE(G[X])] < v X0, (1) +7 3, 1Xil1X;] <

2
/2 (S 1Kl + 28 1Kl XG1) = /2 (Zho 1)) < AN2/2.
Alkalmazzuk az 5.4. lemmét G”[X]-re § = o paraméterrel az {X1,..., X} particié
szerint. Igy kapunk egy Z C X halmazt, aminek a méretére |Z| < a|X| < aN teljesiil; és
olyan W; C Q; részhalmazokat, ahol minden i € [g]-ra

|X|a4k2—3k |X|a400a*5—30a*5/2 | X]| a400a*5+70a*5/2

‘WZ| Z 2k54k Z 2 . (100{75/2)406“_5/2 = 7 1040(1_5/2

Legyen G’ az a graf, amelyet tigy kapunk G”-bél, hogy minden 2z € Z cstcsot izo-
1altta tesziink (mést nem véltoztatunk). Igy az &llitds masodik pontja rendben van. Az
els6 pont G” definiciéja miatt teljesiil, a harmadik és negyedik pontok pedig az 5.4.
lemma, valamint az el6z6 bekezdés indokldsa miatt. Az 6tédik pont maésodik fele is
rendben van, hiszen G'[X \ Z] = G"[X \ Z], és G"[X \ Z]-re mar belattuk ugyan-
|Z|N élet kellett torolni, |E(G)AE(G")| < |ZIN < aN?. Ebbdl |E(G")AE(G)| <
|E(G"NYAE(G")| + |E(G"AE(G)| < aN? + (aN? + yN?/2) = (2a + v/2) N2 O

5.10. Lemma ([GS18] Lemma 15). Legyen adott a G grdf és a csicsainak egy olyan
V(G) = X UY particidja, ahol Y figgetlen halmaz, G[X] pedig feszitett-Cy-mentes. Ha
legaldbb €| X ||Y| élet kell modositani X és'Y kozitt ahhoz, hogy G feszitett-Cy-mentessé
vdljon, akkor G tartalmaz legaldbb ¢*| X |*|Y'|?/28 darab feszitett Cy példdnyt.

Ezek utan nézziikk maganak az 5.1. tételnek a bizonyitasat.

Az 5.1. tétel bizonyitdsa. Legyen

1600a~5+2800—5/2 6\ 4
6 /011 - a €
a=¢€/2"" ésy = €

16 - 1016002 \ " 29

Vegytik észre, hogy o > -, valamint, hogy valamely ¢’ konstansra v > 1/ 25_0/ (egyszerii
szamitdsok utdn azt kaphatjuk, hogy példdul ¢ = 102 megfelel§). Alkalmazzuk az 5.9.
lemmat G-re az imént definidlt « és v, paraméterekkel. A lemma allitdsanak els6 esetében
van G-ben Q(a®y*N*) C Q(N*/22¢"" ) darab feszitett Cy példany, vagyis teljesiil a tétel
allitésa.

A mésodik esetben az 5.9. lemma biztositja a megfeleld G/, X = X;U---UX,, Y, Z,
Q ={Q1,...,Qq} és {W;}_, halmazok, illetve particiok létezését. Legyen G” az a graf,
amelyet ugy kapunk G’-bél, hogy minden 1 < i < j < g esetén ha a (W;, W;) par kozott
futé élek teljes (illetve iires) paros grafot hatdroznak meg, akkor a (Q;, Q;) par kozott
behtzunk (illetve kitorliink) minden élet. Vegyiik észre, hogy mivel minden (W;, W;) pér
homogén (5.9. lemma, negyedik pont), a két eset egyike biztosan fenndll, azaz G”-ben
minden (Q;, Q;) par kozotti paros graf vagy iires, vagy teljes. Az 5.9. lemma harmadik
pontja biztositja, hogy legfeljebb aN? él valtozik meg, amikor G’-b6l megkapjuk G”-t.
Ebbél, valamint az 5.9. lemma 6t6dik pontjabdl levezethetd a kovetkezd felsd becslés G”
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és G tavolsagara: |E(G")AE(G)| < |E(G"AE(G")| + |[E(GAE(G)| < (3a+v/2)N? <

4aN? = ;—EN 2. Mivel G a tétel allitdsdnak feltétele szerint e-tdvol van a feszitett-Cy-

mentességtdl, ez azt jelenti, hogy G” tavolsdga ugyanettdl a tulajdonsigtdél nagyobb, mint

€— ;—Z Ha | X'\ Z| < <e - ;—Z) N teljesiilne, akkor minden X \ Z-re illeszked — legfeljebb
66

|IX\ Z|N < (e — 2—9) N? darab — élet torolve az egész G-t iires graffa, és igy feszitett-

6

Cy-mentessé tehetnénk. Ez ellentmond annak, hogy G” legaldbb (e — 2—9)—téwol van a

feszitett-Cy-mentességtdl, tehat azt kaptuk, hogy | X \ Z| > (e — ;—2) N.

Két esetre bontjuk a tovabbi vizsgaldédést: elészor tegyiik fel, hogy a G"[X \ Z] graf
tartalmaz egy feszitett Cy példanyt. Legyenek Q;,, Qi,, Qis, @i, azok a Q-beli halmazok,
amelyekben a Cy példany egyes csiicsai benne vannak. Mivel G”-ben két Q-beli halmaz
kozott vagy minden él fut, vagy egyik sem, G”-ben minden @, x @i, X Qi; X Qi,-beli
cstcsnégyes feszitett Cy példanyt alkot. Azt is tudjuk, hogy G’-ben ugyanigy futnak az
élek a megfelel6 W; részhalmazok kozott, tehat barmely Wi, x Wi, x Wy, x W;,-beli cstics-
négyes feszitett Cy példanyt alkot G’-ben. Az 5.9. lemma negyedik pontja szerint tehat G’
tartalmaz legaldbb

4
6
_ _ 4 _ _
|X|4 A(400a~2+70a75/2) (e— —gg) N7 1600a~54280a~5/2

4

A _ aT4
1_[1 |sz] = 16 104(40a-5/2) = 16 10160a~5/2 =Ny
j:

feszitett Cy példanyt. Az 6todik pont szerint pedig tudjuk, hogy G[X \ Z] és G'[X \ Z]
kevesebb mint yN2/2 élen kiilonbozik. Mivel minden élet (csticspéart) kevesebb mint N2-
féleképp lehet masik két csticesal csiicsnégyessé kiegésziteni, minden é1 N2-nél kevesebb
feszitett Cy példanyban vesz részt. gy vN?2 /2 él eltérésbdl kevesebb mint yN*/2 eltérés
szarmazhat a feszitett Cj példanyok szdméban. Tehat a G’-beli YN* példany koziil tobb
mint yN4/2 megvan G-ben is, amivel beldttuk az allitast.

A miésik eset, amikor a G"[X \ Z] graf feszitett-Cy-mentes. Ekkor G”[X] is az, mi-
vel Z-ben csak izolalt csicsok vannak. Vegyiik észre, hogy mivel | X| + |Y| < N, ezért
|X||Y] < N2?/4, amib6l kovetkezik, hogy (e - ;—2) N2 > 4|X||Y]| (e - ;—Z) Vezessiik be
az € = 4 (e — ;—2) paramétert. Tudjuk, hogy a G” graf (e — ;—g)—téwol van a feszitett-
Cy-mentességtol, ami azt jelenti, hogy nem tehetd feszitett-Cy-mentessé kevesebb mint
(e— 2%) N2 > |X||Y|¢ 6 modositasival X és Y kozott, ezért |X|[Y] > (e— 7’3) N2,
Alkalmazzuk az 5.10. lemmét G”-re € paraméterrel (megtehetjiik, mert G"[Y] = G'[Y]
fliggetlen halmaz az 5.9. lemma els6 pontja szerint; G”[X| pedig feszitett-Cy-mentes a
feltételezésiink szerint). Azt kapjuk, hogy G” tartalmaz legalabb

4
(A 44 <e — ;%) N 6\ 6
S XPIVE = T XPIYE = (e 55 ) IXPIVE 2 (- 55) &

feszitett Cy példanyt. Mivel |E(G")AE(G)| < 4aN?, és minden élhez legfeljebb

6

6
N? darab C, példény tartozhat, G-ben is van legalibb <e . 2*9> N* — 4aN* =
6
(e-%) - 22) N2 (8 (1= )" = 5 ) N* = 098N feszitett Cy példany. Bz jéval
tobb, mint az elvart mennyiség, vagyis végeztiink a bizonyitassal. O

Nézziik meg, hogy Osszességében mi a kiilonbség a [GS18]-beli eredmény és a je-
lenlegi kozott. Az eredeti cikkben is harom &g van a 6 tétel bizonyitdsaban, az elso-
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b8l Q(ahNY) C Q27 N4), a mésodikbol yN* > 27¢° N4, a harmadikbél pedig
N6 /29 darab feszitett Cy példany jon ki. Tudjuk azt is, hogy ¢ = max{84,20d}, de sem
d, sem ¢’ értékére nem adnak becslést. Az 5.7. lemma bizonyitdsa alapjan d = 21 megfele-
16 (bar az eredeti cikkben egy altaldnosabb eredményre hivatkoznak, amibdl valészintileg
nagyobb konstans szdrmazna). Az 5.1. tétel bizonyitasdban emlitettiink egy modszert egy
megfelels ¢ kiszdmitdséra: ezt az eredeti cikk v-jara alkalmazva ¢ = 122-t kapunk. gy
tehét a legrosszabb esetben Q(e23202-420¢7*2 Ny o ek szdma.

Nélunk a harom eset koziil az els6 kettében a Cy példanyok szama elsé ranézésre
megegyezik az elézbekkel: Q(acy°N?) C Q(eGCQ*“_ClN‘l) az els6, és YN+ > 2= N4 o
masodik becslés. A konstansok azonban mar eltérnek: ¢ = max{82,20d}, d = 21, valamint
¢ =102. A harmadik esetben viszont jelentés javulast ldthatunk: 0,985 N4-t kaptunk. A
legrosszabb esetben 9(625202_42067102 N*) a feszitett Cy példanyok szama. Itt a y érték le-
szorftdsaval tudtunk valamit nyerni (ami a lemmak pontosabb valtozatainak hasznalatéval
valt lehet6vé), de tovabbra is irredlisan kicsi szdmot ad a becslés. A legtobben tgy sejtik,
hogy a valésidgban e-ban polinomialis a Cy példanyok szama, tehat valdszintileg béven van
még tér tovabbi javitasra. Ugyanakkor az is lathaté, hogy a bemutatott eredmény sokkal
jobb, mint az eredeti, Szemerédi-lemmabdl levezetett valtozat, amely (pontosabban annak
még az elsd javitdsa is) 1/e-ban polinomidlis magassigu kett6hatvany-torony reciprokéval
becsiilte alulrél a Cy-ek szamét.
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6. fejezet

Kapcsol6dé kvantuminformatikai
eredmények

A fejezetben el6szor a tulajdonsagtesztelés kvantuminformatikai megfelel6jét mutatjuk be
néhany gyakran hasznalt, alapveté szubrutinnal egyiitt. Ezutan egy, a juntak tesztelésére
szolgalé kvantumalgoritmust vizsgdlunk, amelyet Gsszevetiink a 3.3. szakaszban targyalt
klasszikus tesztel6 algoritmussal. Végiil egy lazan kapcsoldodoé témardl irunk, amely inkabb
az interaktiv protokollok teriiletéhez tartozik, és a CHSH-jaték nevet viseli. Az els6 két
szakasz részben Montanaro és de Wolf miivén alapul [MW16].

6.1. Kvantum-tulajdonsagtesztelés

Feltételezziik, hogy az olvasé rendelkezik alapveté kvantuminformatikai ismeretekkel. A
kovetkezd szcendridval dolgozunk: a vizsgélt objektum egy (klasszikus) = karaktersorozat-
tal adott, azaz binaris 4bécét feltételezve = € {0,1}". Ennek az i-edik bitjét egy i € [N]
index esetén z;-vel jeloljik. Ehhez az objektumhoz van ordkulum-hozzaférése a kvantum-
algoritmusnak, és most is az a fontos, hogy minél kevesebb kérdéssel oldjuk meg a prob-
lémakat.

De mit jelent kvantumos esetben egy lekérdezés? Természetesen egy unitér transzfor-
maciot, mégpedig az alabbi miikodéssel.

Oz : [i) ) = [i) | + i)

Tehat ha az els6, log, N bites regiszterben megadjuk az ¢ indexet, akkor a masodik, egybites
regiszterhez hozzdadja z;-t (mod 2). Ez akkor valik igazan érdekessé, ha az elsé regiszterben
sok index szuperpozicidja van, és igy egyetlen lekérdezéssel x sok bitjérol tudhatunk meg
valamit.

Hasznos specidlis eset, ha a masodik regiszterbe |p) = |-) = %(|O> — |1)) keriil.
Ekkor az O, lekérdezés hatéasa

1
V2

Ugyanis ha x; = 0, akkor a mésodik regiszter nem valtozik, marad |—); ha pedig z; = 1,
akkor megvaltozik az el6jele. Tehat azt latjuk, hogy a lekérdezett x; érték fazisként jelent
meg a végallapotban: ha z; = 0, akkor pozitiv az eldjel (fazis), ellenkez8 esetben pedig
negativ.

Egy kvantum teszteld algoritmus soran végziink néhény tetszéleges (unitér) transzfor-
méciot, és kozben néha egy-egy lekérdezd transzforméaciot. Igy T darab lekérdezés esetén

Oz = 1) [=) = i) 7= (10 +2i) — [T+ 20)) = (=1)" [i) |-) - (6.1)
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egy ‘Ok> kezddallapotbdl induléd altalanos algoritmus végallapota igy irhaté:
W}z> = UTOxUT—loac cee OJ:UIOQ;UO ’0k> .

A |¢,) végéllapot az O, lekérdezd transzforméciokon keresztiil fliigg z-t6l. Végiil ennek a
végallapotnak a mérésével kapjuk meg a klasszikus végeredményt.

6.1.1. Amplitadoé-erdssités

Az amplitudé-erdsités legismertebb megjelenése Grover keres6 algoritmusdban van
[Gro96]. Ezt egy altaldnosan hasznilhaté moédszerként mutatjuk be. Hasonl6 elvrél van
sz6, mint a POT-ok esetén. Tegyiik fel, hogy van egy A kvantumalgoritmusunk, valamint
ordkulum-hozzaféréstink egy o : S — {0,1} kiértékel6 fiiggvényhez. Azt tudjuk A-rél,
hogy a kimenete egy olyan w € S sz0, amelyre p valészinliséggel igaz, hogy o(w) = 0.
Ez megfeleltetheté egy POT-nak: A biztosit valamilyen véletlen w objektumot, ami p
eséllyel elutasitasra keriil — ez felel meg annak, hogy o(w) = 0. Ezt tobbszor végrehajtva
szeretnénk elérni, hogy 2/3 valdsziniiséggel utasitsunk el. Brassard és térsai [BHMT02]
eredménye alapjan ehhez barmely p > 0 esetén elég O(1/,/p) ismétlés. Tehat ha az A
algoritmus ahhoz, hogy p eséllyel adjon j6 w-t, ¢ kérdést intézett p-hoz, akkor Gsszesen
O(q/+/p) kérdés elég a 2/3-os valészintiséghez.

Példaul a linearitas teszt (3.1. szakasz) esetén a POT 3 kérdést intéz p-hoz, és a 3.2.
tétel szerint (nem til nagy e esetén) legaldbb €/2 valdsziniiséggel utasit el, ha a fliggvény
e-tdvol van a linearitastél. Amplitidoé-erésitéssel olyan linearitébtesztelé kvantumalgorit-
must kapunk, aminek a lekérdezésbonyolultsiga O(3/+/¢/2) = O(1/+/€). Ehhez képest
ugyanez az érték klasszikus esetben O(1/¢) volt.

6.1.2. Bernstein—Vazirani-algoritmus

A Bernstein—Vazirani-algoritmus egy korai kvantumalgoritmus [BV97]. Orédkulum-
hozzaféréssel adott egy f : {0,1}" — {0, 1} fiiggvény, amelyrél tudjuk (igéretprobléma-
szerlien), hogy valamely s € {0,1}" vektorral vett skaldrszorzatot szamol, vagyis f(z) =
T-5= Zie[n] z;5; (mod 2). Eszrevehetjilk, hogy ez egyfajta linearitasnak felel meg. A fel-
adat minél kevesebb lekérdezéssel meghatarozni s értékét. Klasszikusan a leghatékonyabb
megoldés minden x = 2F-ra (k € {0,1,...,n — 1}) lekérdezni a fiiggvény értékét, és igy s
egy-egy bitjét megtudni: ez n kérdés. Kvantumosan egyetlen lekérdezés elegendd.

Induljunk ki az n qubites csupa 0 allapotbdl, kiegészitve egy 1-essel. Erre alkalmazzuk
az n + 1 bites Hadamard-transzformaciét, amitol az els6 n biten egyenletes szuperpoziciot
kapunk, |1)-b6l pedig |—)-t. A kapott allapoton alkalmazzuk az Oy lekérdezd transzforma-
ciot, ami (6.1) alapjan a fazisban jeleniti meg f(x)-et. Még egy Hadamard-transzforméciét
végziink, amirél tudjuk, hogy (Hp1):; = (—1)"7/v27+1. Ezutdn olyan allapotot kapunk,
amirél tudjuk, hogy az els6 n bitje 1 valésziniiséggel |s).

2" —1 2" —1

n H, 1 H,
07) 1) = 2n2|as|f o 2 D) 1) =

1 2" —1 2" —1 1 2" —1
o (=)@ Y (=)™ y) 1) = o 2 (FDTE ) 1) = |s) (1)
=0 y=0 z,y=0

Annak megértéséhez, hogy miért kapjuk meg végil |s)-t, nézziik meg, hogy a végél-
lapotban mi egy tetszdleges, rogzitett y valoszinfiségi amplituddja: 5 22 1( 1)"’0'(5‘“/),
ahol s + y bitenkénti Osszeadast jelent. Ha y = s, akkor a —1 kitevéje minden z-re 0,
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azaz az amplitidé 1. Barmely egyéb y esetén az z-ek fele ad 0, a masik fele 1 kitevot,
igy ugyanannyi +1 és —1 addédik Ossze, vagyis az amplitidé 0. Tehat az y = s eset tel-
jesiil 1 val6szinfiséggel. Igy a végallapot elsé n qubitjét a standard bazisban megmérve 1
valoszintiséggel megkapjuk s-t.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus f : {0,1}" — {0,1}?" fiiggvényekre is miikodik,
és ebben az esetben példaul Hadamard-koédszavak részhalmazaiba vald tartozéds teszte-
lésére hasznalhaté. Az igy kapott kvantumalgoritmus hatékonyabb a legjobb klasszikus
algoritmusnal.

6.2. Juntak tesztelése

A 3.3. szakaszban irtaknak megfeleléen az f : {0,1}" — {0, 1} fuggvény k-junta, ha az ér-
téke legfeljebb k valtozétdl fugg. Ahogy azt mar emlitettiik, klasszikusan a legjobb ismert
e-tesztel6 algoritmus O(klogk + k/e) kérdést tesz fel, (k) pedig alsé korlat a lekérde-
zésbonyolultsdgra. Atici és Servedio [AS07] O(k/e) kérdést hasznalé kvantumalgoritmust
adott a problémdra, ami amplitidé-erésitéssel tovabb javithaté O(k/+/€)-ra. Az algorit-
mus lényegében a Bernstein—Vazirani-algoritmust hajtja végre O(k/+/€) alkalommal. A 6.1.
algoritmus mutatja a miitkodést; az (n + 1)-edik kvantumbitet itt nem tiintettiik fel.

Bemenet:

Orékulum-hozzaférés az f: {0,1}" — {0,1} fiiggvényhez;
k paraméter;

€ tavolsagparaméter.

A {6 1épések:
1. Legyen W, = (00...0) az n hosszt nullvektor.
2. Ciklus O(k/+/€) koron at
2.1. Alkalmazzunk Hadamard- transzforméciét a kezdeti |0") &llapotra,
LY ).
2.2. Az Oy lekérdezd transzformécié hatasara az 4j allapot

2 1)@ ),

2.3. Ujabb Hadamard-transzformaciéval kapjuk a végso,

= X (1)@ |y dllapotot.

2.4. Mérjik meg a végallapotot, és a kapott S, vektort bitenkénti vagy
miivelettel adjuk hozzd Wy-hez: W, « W, 4+ S,.

3. Ha W,-ben tébb mint k& darab egyes van, akkor utasitsunk el;
egyébként fogadjunk el.

6.1. Algoritmus: Kvantumalgoritmus k-junta tesztelésre.

6.1. Tétel. A 6.1. algoritmus e-teszteld algoritmus a k-junta tulajdonsdgra. A lekérdezés-
bonyolultsiga O(k/+\/€).

Bizonyitds. A lekérdezésbonyolultsdgra vonatkozé allitas nyilvanvald, hiszen a Bernstein—
Vazirani-algoritmus egyetlen kérdést tesz fel, és most ezt ismételjitk O(k/+/€)-szor.

A tovabbi vizsgdlathoz érdemes bevezetni az [’ : {0,1}" — {—1,+1} fliggvényt,
amelyre f'(x) = (—1)/(®), Tehat f’ ugyanigy miikodik, mint f, csak 0 helyett +1-et, 1 he-

lyett pedig —1-et vesz fel. Igy a mérés elétti dllapot {gy is irhato: o Ziny 10 f(x)(— )x Yly).
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Vezessiik be a kovetkez6 Fourier-egyiitthatékat:

2"—1

Yy € {0,1}" esetén f(y =0 Z f'(z (6.2)

Ezt felhasznalva a mérés el6tti dllapot 23161 f(y) |y) alakba frhaté. Ez azt jelenti, hogy
a mérés soran minden y € {0, 1}"-re f2 (y) a valdszintlisége annak, hogy y-t kapjuk.

Legyen J C [n] a ,befolydsos” valtozok halmaza — tehéat a kérdés az, hogy |J| < k
teljesiil-e. Ezentil egy S C [n] halmaz esetén az S, € {0,1}" vektor az S altal megha-
tarozott karakterisztikus vektort jeloli. Vegyiik észre, hogy ha S ¢ J, akkor f (Sy) (6.2)
képletében kinullazédik az 6sszeg: a J-beli pozicidkon tetszoleges rogzitett értékeket felve-
v6 x vektorok felének 0, masik felének 1 a skaldrszorzata S,-vel, mégpedig S,-nek a J-beli
pozicidkon kiviil esd egyesei miatt. Tehat f (Sy) # 0-bdl kovetkezik, hogy S C J, vagy-
is a mérés eredményeként csak befolydsos valtozdkat tartalmazé halmaz karakterisztikus
vektorat kaphatjuk. Ebbé&l kévetkezik, hogy W C J mindig teljesiil, azaz ha f valéban
k-junta, akkor a 6.1. algoritmus biztosan elfogad.

De mi a helyzet, ha f e-tdvol van minden k-juntét6l? Legfeljebb k& méretit W C [n]
esetén legyen gy : {0, 1}" — [—1,1] a kdvetkezé fliggvény: gw (2) = > gcw F(Sy)(—1)%5;
valamint Ay (x) = sgn(gw(z)). Mivel |W| < k és S C W, az S, vektorban legfeljebb k
darab egyes van. A hy fiiggvény pedig az x bemeneti vektortdl csak annak az S,-vel vald
skalarszorzatan keresztiil fiigg, vagyis legfeljebb k darab z-beli valtozotol. Tehat hyy egy
k-junta, amibdl kovetkezik, hogy f e-tdvol van téle.

<P Ahw@] =5 Y 1<, Y (@) -aw)
a:f'(z)#hw () z:f' () #hw (z)
Az utolsé 1épés azért helyes, mert ha f'(x) = 1, akkor f/(z) # hy (z) miatt hy (z) = —1
vagy 0. Ez pedig azt jelenti, hogy gw (z) < 0, vagyis (f'(z) — gw(z))? > 1. Hasonléan,
f'(x) = —1 esetén hy (z) = 1 vagy 0, azaz gy (z) > 0, amibél szintén kovetkezik, hogy
(f'(z) — gw(z))? > 1. Az el6z6 becslés tovabb folytathaté az alabbi médon.

<o X (@ —aw@) = X (8~ aiw(s)? = X ()

ze{0,1}m SC[n] SeW

Az elsd egyenlbség a Parseval-azonossig, azaz % 25:1 0% (z) = 25:1 ¢%(y) miatt teljesul

hiszen az (f'(z) — gw (x)) fiiggvény Fourier-egyiitthatéi (6.2) alapjan az (f(S,) — giv (Sw))
értékek. Az utolsé egyenléség indoklasahoz fejtsiik ki gy (S,) értékét.

2"—1 2"1

1
gw (Sv) ~on ZQW xsv_?n zs“zf D
r= O ZCW
on 1 1 2l . "
Z Z gﬁzv)f( Zy) = o Z (_1)(x.(SU+Su))f(SU) = f(Sy)
ZCW =0 =0

Az elsé harom egyenlOség egyszerii behelyettesitések és atrendezések. Az utolsé elotti
egyenléség mar csak akkor teljesiil, ha S C W. Ugyanis azt hasznaltuk, hogy ha egy
tetszbleges rogzitett Z # S halmazt nézlink, akkor a minden z-re torténé Osszegzés ki-
nullazodik. Tehat csak a Z = S eset marad meg — és ilyen eset csak akkor van, ha a W
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részhalmazain végigfuté Z valamikor éppen S lesz, azaz ha S C W. Az utols6 egyenldség
azért igaz, mert S, + .S, = 0, azaz 2" darab 1-est adunk Gssze. Tehat azt kaptuk, hogy ha
S C W, akkor gy (S,) = f(S ), egyébként pedlg g (Sy) = 0.

Végiil is azt lattuk be, hogy ¢ < >° s¢w f2 (Sy), vagyis legaldabb e valdszintliséggel a
mérés eredménye olyan halmazhoz tartozd karakterisztikus vektor, ami nem részhalmaza
W-nek. Amplitudé-erdsitéssel azt kapjuk, hogy varhatéan O(1/+/€) ismétléssel kapunk
ilyen S,-t, és ekkor végrehajtjuk a W « W U S lépést. Egy ilyen alkalommal legalabb
eggyel n6 W mérete, vagyis mindezt (k + 1)-szer megismételve |WW| > k teljesiil, amikor is
elutasitunk. O

Megjegyezziik, hogy alkottak mar az itt bemutatottnal hatékonyabb — de bonyolul-
tabb — kvantumalgoritmust is junték tesztelésére [ABRW16]. Ez O(y/k/e) kérdést tesz fel,
amivel az (k) klasszikus alsé korlat alatt van. A szerzék azt is belattdk a cikkben, hogy
kvantumosan sziikség van legaldbb Q(k'/?) kérdésre.

6.3. CHSH-jaték avagy Bell-egyenl6tlenség

A CHSH betiik Clauser, Horne, Shimony és Holt neveibél szarmaznak. Az egyenlétlenség
jelentésége, hogy megmutatja, hogy a kvantum osszefonddas kévetkezményei nem repro-
dukalhatok klasszikus esetben, rejtett valtozdkat feltételezve.

Az 1.2. definicié szerinti k = 2 személyes jatékot vesziink, a két jatékos Alice és Bob.
A jaték a kovetkez6képpen irhato le:

¢ Q1=Q2=1{0,1}

o 7 egyenletes eloszlds (azaz mind a 4 eset valésziniisége 1/4);

o A1 =Ay={0,1}

o V(a,b,s,t) =[(a XOR b) = (s AND t)] = [a + b = st (mod 2)].

Vagyis a bird kiild egy-egy bitnyi s, illetve ¢ kérdést rendre Alice-nek és Bobnak, erre 6k
rendre a szintén egybites a-val, illetve b-vel vilaszolnak. Akkor nyernek a jatékosok, ha
ugy valaszolnak, hogy a valaszaik XOR (kizar6 vagy) kapcsolata ugyanaz, mint a bird
kérdéseinek AND (és) kapcsolata.

6.3.1. Klasszikus eset

Tekintsiik az a és b vilaszokat a kérdések fliggvényeinek (a kordbbi jeloléssel rendre fi és
f2). A jaték értéke (az 1.2. definicié alapjan), bevezetve a pqp jelolést

1 1
=max} }
a,b

s=0 t=0

Via ,8,1) = max pgp;

a,b

=

Pa,p = Pr[jatékosok nyernek|stratégiajuk a, illetve b];

11 11
Pap = Z Z %V(a(s), iz Z[a(s) +b(t) = st (mod 2)].

s=0 t=0 s=0 t=0

Nézziik azt a stratégiat, amikor Alice és Bob is barmilyen kérdésre 0-t valaszol, azaz
Vs,t € {0,1} esetén a(s) = b(t) = 0. Ekkor a(s) + b(t) = 0 mindig igaz, az st pedig
csak akkor 1, ha s =t = 1, a tobbi hdrom esetben 0. Tehat ilyenkor pgp = 3/4. Az w
a pqp-k maximuma, amelyek értékkészlete {0, 1/4, 1/2, 3/4, 1} (attdl fiiggben, hogy a
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négy lehetdség koziil hany esetben teljestil a(s) +b(t) = st (mod 2)). Mivel talaltunk olyan
esetet, amire p,, = 3/4, az w mar csak 3/4 vagy 1 lehet.

Tegyiik fel, hogy w = 1. Ekkor a(s) + b(t) = st (mod 2) mind a négy esetben igaz,
azaz a(s) + b(t) = 1 (mod 2) csak s = t = 1 esetben teljesiil (a tobbi 3 esetben 0).
Ezért a négy esetet Osszegezve azt kapjuk, hogy Zizo Z;:o a(s) +b(t) = 1 (mod 2).
Masrészt Sob_o So_pa(s) +b(t) = 2(XL_ga(s) + 31 b(t)) = 0 (mod 2), hiszen péros.
Ezzel ellentmondésra jutottunk, igy w = 3/4.

6.3.2. Kvantumos eset

A kordbbiakhoz képest annyi a kiilonbség, hogy Alice és Bob osztozik egy Gsszefonddott

|¢) kvantumbit-paron. Alice-nek van két projektiv mérése (PVM): egy-egy a lehetséges

s € {0,1} kérdésekre. Formalisan: Es = {E5(0), E5(1)}, ahol minden s,z € {0,1} esetén

Es(x)? = Es(x), és minden s-re E5(0)+E4(1) = I. Bobnak hasonléan: Gy = {G¢(0), G¢(1)}.
A stratégiat most a |p), az Es-ek és a G-k Osszessége jelenti. Ezek rogzitésével

1
Pr[nyerés] = Z V(a;y,s,t)Pr[:C,y\s,t]Z;
x7y7s’t

Priz, yls, t] = (o] (Es(x) © Gi(y)) @) -

c sz

hogy létezik a maximum — igy a szuprémumot vessziik helyette. Ettol eltekintve analég a
klasszikus esettel: a legjobb stratégidhoz tartozé nyerési valésziniiség. A klasszikus esettél
valé megkiilénboztetés miatt ezt kvantum értéknek nevezziik, és w*-gal jeloljik:

w* = sup Prlnyerés|.

‘§0>7ESaGt

Azt fogjuk megmutatni, hogy van olyan stratégia, amelyre Prnyerés| > 3/4, amib6l ko-
vetkezik, hogy w* > 3/4, azaz kvantumosan van jobb nyerési stratégia, mint klasszikusan.

A stratégia megadésa |p) , Es, G megadésat jelenti. Legyen |¢) = %. Definiéljuk
ala(f)) = % allapotokat (ezek a Bloch-gémb egyenlitéjén helyezkednek el). Ennek

a segitségével legyen

Ey(z) = |a(1)) {a(61)] ahol 6y = 7 - (g + m) :

Gi(y) = |a(62)) (a(8)| ahol 85 = 7 <; by i) .

Ezekre mar kiszamithatd a keresett érték:

Prlz, yls, t] = (o] (la(é1)) ((01)] @ [(d2)) (a(d2)]) [0) =

1

1 1 [1 e 1 [1 e\ 1 |0
—\ﬁ[l 00 1]<\/§|:6i61 1]@’\@{61'52 1])\@0 =

1

(1 + Re(ei(51+52))) =

<1 + (—1)$+y\2(—1)8t) = %

(1 + Re(ei”(“+y+%t_i))) =

1
4
1
14+ —(—1 z+y+st (mod 2)> )
( VA

e

I
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Ebbdl

1
Pr[nyerés|] = 1 Z V(z,y,s, t)Prlz,y|s, t] =

z7y787t
1 1 1
== Z [ +y+ st =0 (mod 2)]— (1 + ——(—1)ztytst (mod 2)) _
4 x,Y,8,t 4 \/§
1

1
=-|14+—=)~085>3/4.
2 ( V2 > /

Ezzel belattuk az allitast. Fizikai kisérletekben a bird két atellenes oldalan van Alice
és Bob, és fénysebességgel zajlik a kommunikéacié. A bird egyszerre kiildi el a két kérdést,
és arra a jatékosok rogton valaszolnak. Igy kizart, hogy Alice és Bob kommunikaljanak
egymassal.
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7. fejezet

Elméleti eredmények verifikalasa

A korabbi fejezetekben targyalt tulajdonsigtesztel algoritmusok koziil a linearitas tesztet
és a grafok parossiaganak tesztelését valésitottunk meg programként. A programok C++
nyelven késziiltek a Microsoft Visual Studio 2019 fejlesztokornyezetben.

7.1. Linearitas teszt

A 3.1. alfejezettdl eltéréen itt f nem feltétleniil bindris, az dltalanosabb valtozatot tesztel-
jik. A szoftver az elméleti eredményeknél mér emlitett fekete doboz megadéasi méd mellett
egy tabldzatos valtozatot is tdmogat.

Tablazatos megadas esetén olyan bemeneti fajlt varunk, ahol soronként két érték
szerepel szokozzel elvalasztva: egy x és a hozza tartozé f(x). Az adatokat beolvasis utan
map-ben taroljuk. Mivel véges sok értéket tudunk eltarolni, a programban a természetes
szamok egy véges I részhalmazabdl valok lehetnek az = értékek. Ilyen megadashoz késziilt
egy adatgeneral6 kod is, ami a kisérlethez hasznalt adatok esetén a [0; 999] intervallumbeli
egészekhez rendelt egy-egy valds értéket. Szinte minden adat egy egyenesre illeszkedik,
kivéve varhatéan az 1/1000 résziik. (Ezekre f(z) = ax + 1, igy ha pl. x és x + y is ilyen,
de y nem, akkor nem észleljiik a nemlinearitast, de ezt elhanyagoljuk.)

A fekete doboz a programban egy olyan objektumot jelent, amelynek egy publikus
tagfiiggvénye a paraméteriil kapott  bemenetre visszatér f(x)-szel. Az objektum a konst-
ruktoraban generdl egy véletlen a szdmot, és a 3.1. tétel alapjan altaldban az f(x) = ax
linearis fiiggvénynek megfelel6 a valasza. Létrehozaskor megadhatd, hogy az esetek ha-
nyadrészében adjon mast.

Mindkét megadasi esetben a 7.1. algoritmust futtatjuk. Kiilonbség, hogy az egyik
esetben az f(xz) értéket egy map-bol olvassuk ki, mig a masik esetben egy metédushivas
torténik. Ezenkivill (ha f : G — H) a G az els6 esetben az I halmaz, mig a masodikban a
valés szamok azon részhalmaza, amelyek szamitoégéppel kezelheték. H mindkét esetben a
valésak halmaza. Tovabbi kiilonbség, hogy ha az els6 esetben olyan z értékhez kériink f(x)-
et, ami nincs eltarolva, akkor a belso ciklust a ciklusvaltoz6 névelése nélkil djrafuttatjuk.

A 7.1. algoritmusban a POT-ot, azaz a 3.1. algoritmust k-szor futtatjuk, és feljegyez-
zilk, hogy volt-e olyan eset, ami nemlinearitast jelzett. Ezt megismételjiikk T-szer, hogy
megnézzik, az eseteknek hanyadrészében lehet k ismétléssel kisziirni egy, a linearitastol
e-tavoli fiiggvény nemlinearitasat.

A kisérlet sordn mind a LUT (tabldzatos), mind a BB (fekete doboz) megadas esetén
olyan f-et modelleztiink, amelyre 1étezik a, hogy a legtobb bemenetre f(z) = az, azonban
az esetek € = 1/1000 részében ettdl eltérd a figgvény értéke. A tovabbi paraméterek:
T = 10000, k-t pedig 10-t6] tizesével néveltiik 1000-ig. A kapott eredményeket a 7.1.
abran lathaté diagram mutatja.
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Bemenet:
Orakulum-hozzaférés az f : G — H figgvényhez;
k és T paraméterek.
A f6 1épések:

1. szamlalé = 0.

2. Ciklus T koron at

2.1. Ciklus k koron at
2.1.1. Hajtsuk végre a 3.1. algoritmust f-re.

2.1.2. Ha elutasit, akkor noveljiik eggyel a szamlalé értékét,
és lépjiink ki a belsd ciklusbol.

Kimenet: szamlalo, azaz a T kozil hany esetben talaltunk nemlinearitast.

7.1. Algoritmus: A programban végrehajtott, linearitast tesztel algoritmus.

Nemlinearitas kisziirésének esélye
100,00%
90,00%
80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
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760
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820
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940
970
1000

Ismétlések szama (k)

BB LUT Als6 korlat

7.1. dbra. A nemlinearitdst észrevevo futtatasok ardnya kiilonb6zo
k értékek és egyvaltozos fiiggvény esetén.

A LUT valtozatot csak k = 500-ig futtattuk, mert lassabban futott, mint a BB. De
mar az addigi eredményekbdl is egyértelmiien latszik, hogy a LUT valamivel rosszabbul
teljesit. Ennek oka, hogy véges sok, pl. 1000 értéket tartalmaz a tablazat, és ha ezek koziil
csak egy van, ami nem illeszkedik a tobbi egyenesére, akkor ezt csak gy lehet kisziirni, ha
6t kisorsoljuk egy nem tul nagy mésik elemmel (hogy még az Gsszegiikhoz tartozé értéket
is tartalmazza a tédblazat) — vagy ha két kisebb elemet sorsolunk ki, amelyek Osszege az
egyenesre nem illeszkedé elem. A nagyobb futdsidét az magyarazza, hogy ha olyan elemeket
sorsolunk, amelyek Gsszegéhez nincs érték rendelve a tablazatban, akkor djra kell sorsolni.

A 3.2. tétel allitasat a kisérlet paramétereire alkalmazva azt kapjuk, hogy a 3.1. algo-
ritmus § = Wloo—nél nagyobb valdsziniiséggel taldl nemlinearitast. Ez alapjan k fliggetlen
futtatds esetén legalabb 1 — (1 — 1/2000)* a nemlinearitas kisziirésének esélye. Ez az ada-
tok alapjan teljesiilni latszik, s6t ennél jelentésen nagyobb valdszintiségeket latunk. Pl.

k = 500 esetén az alsé becslés =~ 0,22, de a kisérlet soran =~ 0,77 eredményt kaptunk. Te-
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hét a gyakorlatban az elméleti eredménynél joval kevesebb iterdciéval is elérhetd a kivant
valOsziniiség.

Tobbvaltozds eset

Az egyvaltozds valtozat tapasztalatai alapjan t6bb valtozéra mar csak a fekete doboz (BB)
megadasi modot valésitottuk meg. Egyébként a program az egyvaltozos esethez nagyon
hasonléan miikédik, azonos algoritmust futtatunk.

A véltozok szdma egy paraméter: ekkora méretil tombokkel dolgozik a program. Az
x és az y most tobbdimenzids vektorok (ezért a tovabbiakban z-szel, illetve y-nal jeloljik
6ket), de a linearitdst most is ugyanigy ellendrizziik: f(z) + f(y) = f(z +7g) teljesiil-e.
Az egyes f(z) értékek kiszamoldsa is hasonléan torténik, mint egyetlen valtozo6 esetén, de
most nem egy véletlen a szdmmal, hanem egy (z-szel azonos méretii) véletlen elemekb6l
allé a vektorral szorozzuk Ossze skaldrisan z-et. Tehat altaldban f(x) = a - z, kivéve az
esetek egy kis — pl. 1/1000 — részében, amikor pedig f(z) =a-z + 1.

Az egyvaltozds esethez hasonléan T = 10000 és e = 1/1000 értékekkel futtattuk a 7.1.
algoritmust: £ = 10-t6l 1000-ig valtozott, tizesével novelve. A valtozok szama 5 volt. A 7.2.
abran lathatok az eredmények, vagyis az, hogy az egyes k értékek esetén a 10000 futta-
tas hany szdzalékdban sikeriilt észrevennie az algoritmusnak, hogy a linearitastél e-tavoli
fliggvény nem linearis. Lathato, hogy a grafikon lényegében egybeesik a 7.1. dbra zold
grafikonjaval — azért nem dbrazoltuk mindkét adatsort egy diagramon, mert egészen fedik
egymast —, azaz a valtozdk szama nem befolyédsolja az adott sikervaldszintiséghez sziikséges
ismétlések szamat.

Nemlinearitas kisziirésének esélye
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1-(1-1/335)k == == Mért adatok

7.2. dbra. A nemlinearitdst észrevevé futtatasok ardanya kiilonb6zo
k értékek és otvaltozos fiiggvény esetén.

Amikor arra a kérdésre kerestiik a valaszt, hogy vajon milyen fliggvénynek felel meg
az abrazolt adatsor, azt talaltuk, hogy az 1 — (1 —1/335)" fiiggvénnyel szinte teljesen meg-
egyezik. Ez azt jelenti, hogy amikor a vizsgalt fliggvény 1/1000-tavol van a linearitastol,
a POT egyetlen futtatisa esetén az adatok alapjan kortilbelil 1/335 a valdszintisége an-
nak, hogy nemlinearitést taldlunk (az elméleti eredménybol kévetkezd 1,/2000 valészintiség
helyett).
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7.2. Grafok parossaganak tesztelése

A programban egy véletlen grafot generdlunk a kovetkezdképpen. Elészor egy péaros grafot
készitiink, amely szinosztalyainak méretei viltoztathaté paraméterek. Az élek siirtisége,
azaz annak valdsziniisége, hogy két, eltérd oldali cstucs kozott fut él, szintén megadhatd
(ezek az élek Erdés—Rényi-modell-szertien hiizatnak be). Ezutdn a megadott tavolsagpara-
méter alapjan eN2/2 darab, a parossagot sért6 élet hiizunk be véletlenszertien a két oldalra,
a szinosztalyok méretaranyanak megfelelé szamban. Az igy kapott graf tehat valéjaban
€/2-tavol van a parossagtol, az inkonzisztenciaért elnézést kériink.

A stirimatrix-megadasnak megfeleléen szomszédsagi matrixszal taroljuk a grafot. Egy
olyan publikus tagfiiggvényen keresztiil lehet kiviilr6l hozzaférni a gréafhoz, aminek két
egész tipusu bemend paramétere van, visszatérési értéke pedig 0 vagy 1: ez azt adja meg,
hogy a két — sorszadmmal reprezentalt — csics kozott fut-e él a grafban.

A helyesség ellendérzésének, valamint az illusztraciok készitésének megkonnyitése érde-
kében egy olyan kédgeneralé fiiggvény is a program részét képezi, ami a grafot reprezentald
objektum alapjan IATEX kodot general, ami a TikZ csomag hasznélataval lehetévé teszi a
graf vizualizacidjat.

A fent leirt grafbdl véletlenszeriien mintavételezlink néhany csticsot, és a kapott feszi-
tett részgrafon a szélességi keresés (BFS — Breadth-First Search) algoritmusnak a parossag
ellenorzésére vald valtozatat futtatjuk. Ezt tobbszor megismételjiik, és minden futasnél fel-
jegyezziik, hogy talaltunk-e a parossagot sérté élet.

A 7.3. 4bran egy, a program altal generalt kis méretii, 5+4 csticsu graf lathato. Mellet-
te egy Ot elemil véletlen mintaval tortént futtatds eredménye szerepel. A futdsi eredmény
els6 soraban a minta cstcsainak sorszdmai szerepelnek; a mésodik sorban ugyanezek, de
mar a graf bejarasa szerinti sorrendben; a harmadik sor pedig a megfeleld érték folott
a masodik sorban 1év$ cstcs BFES-fabeli mélységét tartalmazza. A masodik és harmadik
sorban -1 érték jelzi, ha addig mar nem jut el az algoritmus, mert felfedezte, hogy nem
paros a graf. Az utolsé sor a végeredmény: a vizsgalt minta altal feszitett részgraf paros-e.

2 3
7 8
5 1
0 6
4

7.3. dbra. Egy generalt graf és egy hozza tartozo futasi eredmény.

Az abran lathaté példa esetén a kiilonb6z6 oldali csticsparok kozott 0,6 valdsziniiséggel
fut él, a tavolsdgparaméter pedig e = 0,05. A futdsi eredményen kovethetd az algoritmus
miikddése. Eloszor az elsé sor els6 elemét, a 4-es cstucsot vizsgalja: ez a masodik sor els6
elme is, utdna pedig a szomszédai kovetkeznek az els6 sorbeli sorrendjiik szerint: 6 és 7. Az
els6 cstcs mélysége 0, a szomszédaié 1. Ezutan a kévetkezd, 6-os csiics szomszédait keresi,
amihez az els6 sort hasznalja: a 4-et mar vizsgélta; a 2 szomszéd, és az eddigiek alapjan
ez az ¢l nem zavarja a parossagot ezért felirja a masodik sorba (2 mélységgel); a 6-ot épp
most vizsgélja; a 7 is szerepel mar, de még nem vizsgalta, és ezzel az éllel észreveszi a
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4-6-7 paratlan kort. Emiatt megall a tovabbi vizsgdlédds, mér fel sem irja az 5-6t mint 6
szomszédjat a masodik sor végére, csak kiirja, hogy nem péros a graf.

A 20420 csticsu, a paros részen 0,6 stirliségli grafok esetén € = 0,05 paraméterrel 3-t4l
19 méretli mintaig végeztiink kisérleteket, minden mintaméretre tizezerszer. Azt, hogy az
egyes mintaméretek esetén a kisérletek hanyadrészében jott ra az algoritmus, hogy a graf
nem paros, a 7.4. abran oszlopdiagramon abrazoltuk.

20+20 cstcsu grafon végzett kisérletek eredményei

0, 0, 0, 0, 0, 0,
10000% 06,530 98,25% 99,14% 99.68% 99.92% 99.98% 99.97% 99.99% 100,00%

92,98%

90,00% 87,52%
80.00% 78,84%

,00%
70,00% 67,65%
60,00% 53,13%
50,00%
40.00% 39,06%
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30,00% 26,65%
20,00% 16:99%
10,00% I

0,00%
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

3 4

Siker aranya

Minta mérete

7.4. dbra. A tizezer futtatds eredményének Osszefoglalisa.

Ugyanezt a kisérletet sokszor elvégeztiik: 4+4-t01 kezdve 50+50 csticsu grafokig ugy,
hogy a tobbi paraméter kézben nem valtozott. Minden esetnél megnéztiik, hogy legkeve-
sebb hany csticsbol 4ll6 minta esetén éri el a nem-péarossag felismerésének valoszinlisége a
2/3-ot. Az eredmények a 7.5. dbra diagramjan lathatok. Az elméleti eredményeknek meg-
feleléen azt tapasztaljuk, hogy a graf méretétol fiiggetlen ez az érték: mindig 7-8 koriil
mozog.

2/3-o0s sikerarany eléréséhez sziikséges mintaméret a grafméret fliggvényében

—_
(=]

Mintaméret
O = N W R LN 0 O

8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100
Cstlicsszam

7.5. abra. Kiilonbo6z6 méretl (k+k tipusi) grafok esetén a 2/3-os
elutasitasi valosziniiséghez sziikséges mintaméret.

A tévolsdgparamétertdl vald fliggést is kisérletekkel ellenériztiik, az erre vonatkozé
eredmények a 7.6. abréan lathaték. Az e értéket 1/4-t6l kezdve 0,005-6s lépésekkel csok-
kentettik 0,05-ig; innen kezdve 0,002-es 1épésekkel 0,01-ig; végiil pedig 0,001-es 1épésekkel
0,001-ig. Az eleinte haszndlt 10410 cstcsszam kicsi € esetén mar nem volt alkalmas a
sziikséges mintaméret kovetésére, ezért ekkor nagyobb grafokkal végeztiik a kisérleteket.
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2/3-os sikerarany eléréséhez sziikséges mintaméret a
tavolsagparaméter fliggvényeben
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7.6. dbra. A tavolsdgparaméter véltozasdval a 2/3-os elutasitési
val6szintiséghez sziikséges mintaméret. Figyelem, a viz-
szintes tengelyen € értéke jobb kéz felé csdkken.

A kisérleti eredmények mellett az 1,7\/m fliggvényt is dbrazoltuk. Ez alapjan tugy
tiinik, hogy ahhoz, hogy 2/3 valésziniiséggel felismerje az algoritmus a parossagtol e-tdvoli
grafrél, hogy nem paros, O(M) méreti minta elegendd. Ezzel szemben a 4.1.3. szakasz-
ban bemutatott és elemzett algoritmus O(log(1/¢)/€?) méretii mintat igényel. A 4.2.1. meg-
jegyzésben mar emlitettiik, hogy ez Gsszetettebb elemzéssel (5(1 /€) cstcesra csokkenthetd;
raadasul egy masik eredmény szerint nem-adaptiv kérdések esetén mindenképp sziikséges
Q(1/€) méretii minta. Ez arra utalhat, hogy bar a legtobb graf — de legaldbbis a kisérletben
hasznélt tipusi véletlen grafok — esetén ugyan elegends O(y/1/€) méretii mintéval dolgoz-
ni, viszont specidlis, erre a célra konstrudlt grafok esetén mar 1/e-nal ardnyos mintaméretet
kapnank. Ugyanis a véletlen grafok struktiraja altalaban kifejezetten szabélyos.
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8. fejezet

Osszegzés

A dolgozatban bemutattuk a tulajdonsagtesztelés alapjait és kapcsolatat a PCP-elmélettel,
valamint néhany fliggvény- és graftulajdonsig lokalis tesztelésének legfontosabb elméleti
eredményeit. Bizonyos teszteld algoritmusokat viszonylag mélyrehatdéan elemeztiink. Egy
rovid kvantuminformatikai kitekintés utan sajat fejlesztésti programok segitségével bemu-
tattuk, hogy az ismertetett elméleti eredmények nemcsak helytalléak, hanem a gyakorlat-
ban altalaban jéval hatékonyabban is el lehet érni egy adott pontossagot.

A dolgozat legfontosabb eredményeit harom pontban foglalhatjuk Gssze.

o A targyalt téma alapjainak, valamint néhany bonyolultabb eredménynek az értelme-
zése és bemutatasa érthet6 formdban, magyar nyelven.

o A feszitett-Cy-mentesség tesztelésérél szold elméleti eredmény csekély mértékii javi-
tasa, pontositasa, valamint a benne szereplo konstansok konkrét értékeinek megha-
tarozasa.

o A linearitds teszt és a grafok parossagat teszteld algoritmus megvaldsitasa, ezek fut-
tatasaval tapasztalati adatok gytlijtése, azok feldolgozasa, bemutatasa és értelmezése.

A téma onmagaban is szép és érdekes, rdaddsul tobb alkalmazési teriilete is van.

Tulajdonsagtesztel6 algoritmusokkal akar hatalmas objektumok tulajdonsagainak ha-
tékony vizsgalata is lehet6vé valik. Akkor is érdemes lehet teszteléshez folyamodni, ha az
objektum gyorsan valtozik, és ezért lassabb algoritmus hasznalataval, mire az eredményt
megkapnank, az mar nem aktudlis.

Napjaink kiterjedt halézatainak vizsgalata hatalmas grafok tulajdonsagainak tesztelé-
sével lehetséges — ha nem kivanjuk végigolvasni a nagyon hosszu (a grafot leiré) bemenetet.
Igy sokkal gyorsabban kapunk eredményt, mintha pontos déntést hoznank.

A figgvénytulajdonsidgok hatékony vizsgalatat megvaldsitd algoritmusok sok fontos
algebrai tulajdonsag ellenérzésének részét képezhetik. FEzenkiviil példaul a PCP-tétel bi-
zonyitasaban is fontos szerepet jatszott mind a linearitds teszt, mind az alacsony foki
polinomok tesztelése.

Az 6njavité kédok mar a linearitds teszt eredeti [BLR93| cikkének cimében is el6ke-
riillnek. Ezek lényege, hogy egy iizenetet olyan kddszavakkal kédolunk, amelyek valamilyen
értelemben specidlisak, pl. pontokként reprezentdlva egy egyenesre esnek. Igy ha olyan ké-
dot kapunk, ami nem esik egy egyenesre a tobbivel, akkor ezt kicserélhetjiik az egyenesnek
a hozza legkozelebb es6 pontjara.

A PCP-elmélet els6 ranézésre teljesen elméletinek tiinik, de tobb gyakorlati alkalma-
zasa is el6fordul. Példaul a kozelité algoritmusok terén fontos eredmények sziilettek a téma
fejlddésének melléktermékeként. Példaul ha NP ¢ DTIME(n'°81°8™) akkor a MAXKLIKK
probléméra nincs konstans faktorti approximacié [FGLT91]. A teriilet a kédelmélet 0j 4gat
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hozta létre, a lokalisan tesztelhetd kédokét (locally testable codes). Ennek lényege, hogy
nem kell végigolvasni a kdédszavakat, ha azok elég tavol vannak egymastél, elég néhany
helyen belenézni (mint egy PCP-bizonyitds esetén).

A kvantumalgoritmusok énmagukban is hatékonyabbé teszik bizonyos problémék
megoldasat, és ugyanez igaz a tulajdonsdgtesztelésre is. Ezért kiillonosen érdekes a tu-
lajdonsagtesztel6 kvantumalgoritmusok vizsgalata. A Bell-egyenlStlenség alapjan végzett
kisérletek igazoltak, hogy Einstein tévedett, a kvantumjelenségek nem irhatok le rejtett
valtozok hasznalatéval.

Tovabbi kutatés targya lehet egyrészt a tulajdonsagteszteld kvantumalgoritmusok te-
riilete, ahol 1j algoritmusokat lehet késziteni, vagy a korabbiakat hatékonyabba tenni. Egy
méasik érdekes irany a klasszikus tulajdonsagtesztelésen beliil az un. eloszldsmentes (dist-
ribution free) tesztelés, amely esetén nemcsak az egyenletes, hanem tetsz6leges eloszlasbél
mintavételezhetjiik példdul egy graf csicsait [Goll9).
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