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Kivonat

Jol ismert, hogy egyes klasszikus algoritmusok gyorsithatéak a véletlen felhasznélasaval.
Ennek egyik eltejedt modja a véletlen séta. Mikor a kvantumalgoritmusok kutatisa kez-
dett elterjedni, rogton adédott, hogy a kvantum vildgban is megvizsgaljak a véletlen séta
alkalmazhatosagat. A kutatédsok eredménye az, hogy lehetséges a kiterjesztés, és a Markov-
lancokat felhasznalva hatékony keres@algoritmus készithet§. A klasszikus megkozelitéshez
képest a kvantum valtozat négyzetes gyorsulast is hozhat 4ltalanos esetekre.

A dolgozat a kvantumalgoritmusok alapjainak ismertetésével indul, kiemelve a fonto-
sabb kiilénbségeket a klasszikus és a kvantumos megkdzelités kdzdtt. Tovabba bemutatja a
kvantumvilag néhany érdekes tulajdonsagat is. Nevezetesen a kvantum teleportilast, ami-
vel kvantumaéllapotot lehet kvantumcsatorna nélkiil kozvetiteni, és a nem-klénozhatésigi
tételt, ami kimondja, hogy kvantumallapotot mésolni nem lehet.

A masodik fejezet a keresést felgyorsité Grover-algoritmust mutatja be. Az eredeti al-
goritmus ugyan nem hasznal véletlen bolyongast, de megmutathaté, hogy lehet kvantum
Markov-lanceal tgy szimulélni, hogy a hatékonységa ne valtozzon. Azért is érdemes ezzel
az algoritmussal foglalkozni, mert bar Grover algoritmusa nem ad exponencidlis gyorsu-
last, mint Shor hires primtényezékre bonté eljarasa, de a keresést, mint részfeladatot, sok
algoritmus hasznélja. Valamint az ebbdl altalanosftott amplitudé amplifikicios eljaras sok
kés6bbi kvantumalgoritmus alapjat képzi.

A harmadik fejezet roviden ismerteti a klasszikus véletlen sétat, és ennek kvantum kiter-
jesztését. Mivel a kvantumalgoritmusok a kvantumvilagban rejlé rejtett parhuzamossagot
hasznaljak ki, ez a kiterjesztés nem magatol ad6dé. Viszont 4ltalanos esetben négyzetes
gyorsuléas érhetd el, valamint néhany speciélis esetben akar exponencidlis is.

A negyedik fejezet a Markov-lanc kvantum kiterjesztését felhasznalé Frédéric Magniez,
Ashwin Nayak, Jérémie Roland és Miklos Santha altal kidolgozott keresGalgoritmust mutat
be [11]. Ez az algoritmus egy Markov-lancbol készitett kvantum séta operatort és egy
ordkulumot hasznal. Az iteracidk folyaman a megfelel§ elemek amplitudojat noveli, igy az
algoritmus végén a méréssel nagy valoszintséggel egy keresett elemet kapunk. Bizonyithato,
hogy az eljaras ekvivalens a Grover-kereséssel.

Az 6t6dik fejezet egy, a kvantumaramkorok szimuléciojara kitalalt adatszerkezetet mu-

tat be [18], amit a QuIDDPro program is felhasznal [17]. Az eredeti cikkben a lépésszam



bizonyitasa elég elnagyoltan szerepelt, itt egy részletes, dltalam kidolgozott érvelést ismer-
tetek. Ez utdn megvizsgalom, hogy tudnam-e valahogy optimalizilni a szimulaciét. Konk-
rétan Grover algoritmusan vizsgalom, hogy ha az operatorokat mas sorrendben szorzom
Ossze, javul-e a program sebessége.

A témaban vald elmélyedés és az algoritmus jobb megértése érdekében végigkdvettem
a korabban ismertetett algoritmus miikddését egy adott, kis méretdi bemenetre. Ezt tar-
talmazza a hatodik fejezet, amelyben szimulacié futtatasahoz az el6zé fejezetben levé Qu-
IDD adatszerkezetet felhasznalé QulDDPro programot hasznéiltam. Ehhez nem elegendd
a szokdsos vazlatos megadasa a kvantumalgoritmusban eléforduld operatoroknak, ezeket
meg kellett alkotnom, pontosan 6ssze kellett allitanom. A 3-SAT probléméat valasztottam
szemléltetésre, a feladat ismertetése utdn az algoritmus lépéseit kévetem végig egy adott
3-CNF-en.



Abstract

It is well known, that some classical algorithms can be accelerated by using randomization.
One common method for this is via random walk. When the research of the quantum
algorithms began to spread, it was obvious to study the application of the random walk in
the quantum world. It was discovered, that this extension is possible and an efficient search
algorithm can be constructed using Markov chains. Compared to the classical approach, a
quadratic speed up can be achieved in the general cases.

This paper starts with explaining the basics of the quantum algorithms, highlighting
the main differences between the classical and the quantum approaches. Furthermore, it
presents some interesting properties of the quantum world. In particular the quantum
teleportation, which allows transmission of quantum states without a quantum channel
and the no-cloning theorem which states that a quantum state can not be copied.

The second chapter presents Grover’s search algorithm. The original algorithm does
not use random walk, but it can be shown, that is can be simulated with a quantum
Markov chain without losing its efficiency. Although Grover’s algorithm does not provide
exponential speed up, like Shor’s famous algorithm for integer factorization, search can be
found in many algorithms as subtask. Also the amplitude amplification, the generalization
of Grover’s algorithm, forms the basis of many quantum algorithms.

The third chapter briefly describes the classic random walk, and it’s quantum extension.
This is not trivial, because the quantum algorithms use the hidden parallelism in the
quantum world. In the general cases, quadratic speed ups can be achieved, and in some
special cases even exponential.

The fourth chapter shows a search algorithm designed by Frédéric Magniez, Ashwin
Nayak, Jérémie Roland and Miklos Santha, based on the quantum Markov chains [11].
This algorithm uses a quantum operator based on a Markov chain, and an oracle. During
the iterations it amplifies the amplitude of the marked elements, so at the end of the search
we obtain a marked element, with a high probability. It can be shown, that this algorithm
equivalent to the Grover-search.

The fifth chapter presents a data structure designed to simulate quantum circuits [18],
used by the QuIDDPro program [17]|. In the original paper, the proof of the complexity

was not detailed, in the chapter T show a detailed reasoning I developed. I also examine



whether using the associative property of the operators can optimize the simulation of
Grover’s algorithm.

In order to get a better understanding of the algorithm, I traced the workings of the
algorithm on a small input. The sixth chapter shows this with the help of the QulDDPro
program, which uses the QuIDD data structure, described in the previous chapter. In order
to do this, it wasn’t sufficient to describe the operators in the usual way, I had to construct
them from the basic building blocks. I chose the 3-SAT problem to do this. After describing
the problem, I follow the algorithm step-by-step on a given 3-CNF.



1. fejezet

A kvantumszamitasrol

1.1. A kezdetek

A szamitogépek egyik legkordabbi feladata a kodfejtés mellett a fizikai szimuléciok végrehaj-
tésa volt. Ugyanis a fizikusok az elméleteik ellenérzésére gyakran hasznalnak a mai napig
szamitogépes szimulacidokat. A megalkotott modell alapjan kiszamoljak a vart eredményt,
amit majd egyeztetnek a kisérletekkel. Viszont a kvantumfizika terjedésével probléméba
itk6zott ezen modszer, ugyanis mig a klasszikus fizikai rendszerek a méretiik névekedésé-
vel linedrisan, de legfeljebb polinomialisan t6bb szamitast igényelnek, a kvantumrendszerek
szamitasi igénye exponencidlisan novekedik. Ez a probléma Feynmannak is feltiint, és egy
beszédében [5] felvetette, hogy egy kvantumfizikai alapokra épiil§ szamitogép talan megold-
hatné ezt a probléméat. A kévetkezé 10 évben, elsGsorban fizikusok, elkezdték vizsgalni egy
lehetséges szamitasi modell tulajdonsagait, a benne rejl§ lehetGségeket. A kdvetkezd na-
gyobb ugras a kvantumszamitas torténetében Shor 1994-es faktorizaciés algoritmusa volt,
ami egy kvantumszamitégépen polinomialis vairhat6 idében tud egy szamot primtényezdsk-
re bontani [15]. Ez a probléma azért nagyon fontos, mert a legelterjedtebb nyilt kulcsa
titkosito algoritmus, az RSA biztonsidga azon a feltételezésen alapszik, hogy ez a problé-
ma bonyolult, nem oldhat6 meg hatékonyan. Tehat az RSA-t hasznéalhatatlanna tenné, ha

létezne hasznalhato, megfelel§ méretd kvantumszamitogép.

1.2. A qubit

Egy kvantumszamitégép az adatokat nem a klasszikusan megszokott biteken, hanem kvan-
tum biteken, azaz qubiteken tarolna. Ennek legelterjedtebb jel6lésmodja a Dirac altal 1939-
ben bevezetett bra-ket jellés. Ekkor a bra ((z|) a sorvektorokat jelsli, mig a ket (|y)) az
oszlopvektorokat. Nagy elénye a rendszernek, hogy rdnézésre lathatd, hogy mely vektorok
szorzata lesz skalar ((z|y)), és melyeké matrix (|y) (z|). Nyilvanval6, hogy a rendszer csak

akkor hasznalhat6, ha minden vektor azonos dimenziéja.



Egy kvantum bit alapvet§en mashogy viselkedik, mint egy klasszikus bit. Mig egy klasszi-
kus bit az altala felvehets két allapot egyikében lehet csak, a qubit ezek tetszéleges szu-
perpozicidjaban is. A hagyoményos allapotoknak a |0) és |1) ortonormélt vektorok felelnek
meg. Az &altalanos qubit jelolése az el6bb bevezetett bra-ket formalizmussal « |0) + S [1),
ahol o és 8 komplex szamok, és igaz rajuk, hogy |a|® + |8]? = 1. Az « és 8 egyiitthatok
neve amplitido, és azt fejezik ki, hogy mennyire taldlhat6 az adott kvantum rendszer az
adott allapotban. A bazis altalaban |0) és |1) szokott lenni, de eléfordulnak még a |1) és

|}) valamint a [4) és |—) jelolések is.

1.3. Tobb qubit

To6bb qubit egyiitt egy nagyobb rendszert alkot. Ezt |x) ® |y) modon, egy tenzorszorzassal
jeloljiik. Azonban a tenzorszorzas jelét gyakran elhagyjuk, igy a kivetkezd jelolést szoktuk
inkdbb hasznélni: |x) |y). Az egyszertiség kedvéért azonban gyakran egy kozos ket-be irjuk
ezeket: |xy). Ekkor is igaz, hogy az egyiitthatok abszolut értékeinek négyzetsszege egy,
vagyis az n qubites o |z1)+ag |22) +. . .4 |@,) rendszer esetén o [P+ | 4. . A+ |an | =
1. Itt adodik egy remek lehet&ség annak megmutatasara, hogy miért is névekszik exponen-
cidlisan a szamitasi igény a rendszer novekedésével. Ha n qubitbdl elgallitunk egy rendszert,
azt a kovetkezSképp irhatjuk le: 41 [00...0)+72]00...1)+... 472 |11...1), amit n hosszu
0 — 1 sorozatok silyozott Osszegeként is felfoghatunk. Mivel ezekbdl pont 2™ darab van,
ennyi kiillonbéz6 amplitidot kell eltdrolni egy n qubites rendszer klasszikus reprezenta-
ci6jahoz. Ezen kiviil bevezethetiink egy tjabb jeldlést is. Az n hosszi 0 — 1 sorozatot
tekinthetjiik egy n hosszu binéris szamnak is, igy jelolhetjiik annak tizes szamrendszerbeli
alakjaval, azaz 0),]1),...,[2" — 1).

Egy masik, klasszikustol eltér§ tulajdonsiga a kvantum rendszereknek, hogy létezik
Osszefonodott allapot. Mint azt az elbb is lattuk, tébb qubitbdl lehet egy nagyobb rend-
szert alkotni. Viszont nem minden nagyobb rendszer all el6 kisebb rendszerek tenzorszor-
zataként. Példaul a % 10) |0) + % |1) |1) rendszer nem allithato el semmilyen két, egy

qubitet tartalmazé rendszerbdl. Ugyanis ekkor az
(a0 10) + 1 [19) @ (85 10) + 81 1) = == 10} 0) + —= 1) |1)
o o =
0 ! 0 ! V2 V2

egyenletnek kéne teljesiilnie. Az « és [ valtozokrol ekkor a kévetkezdket tudjuk:
e Mivel nincsenek vegyes tagok, ezért agfB1 = 180 =0

e Az azonos tagok miatt apfy = a1 = %

Az els6 megallapitasbol kivetkezik, hogy ag = 0 vagy 51 = 0, a masodikbol pedig az, hogy

ag # 0 és B1 # 0. ami ellentmondas. Azaz két egyqubites allapot tenzorszorzataként nem



allhat el a fent emlitett rendszer. Az ilyen dllapotokat nevezziik 6sszefonddott allapotnak,

azokat pedig, amelyek elGillnak kisebb rendszerekbél, szeparabilisnak.

1.4. A mérés

Tovabbi, klasszikus szemszogb6l nézve furcsa tulajdonsiga a kvantum rendszereknek, hogy
béarmiféle kiils6 vizsgalat elrontja a szuperpoziciot. Azaz mérés hatasara a rendszer az alla-
potok szuperpozici6ja helyett egy konkrét allapotot fog felvenni. Azaz egy a [0)+/3 |1) qubit
allapota egy mérés hatéasara vagy |0) vagy |1) lesz, méghozza az amplitudojukkal aranyo-
san. Pontosabban |o|? valoszintséggel |0), valamint |5]? valoszintiséggel |1). Hasznalhatunk
a méréshez a |0) és |1) helyett més ortonormalt bazist is. Ekkor, ha a bazisvektorok [pg) és
|o1), a mérendd qubitet fel lehet irni ebben a bazisban o |pg) + S’ |p1) alakban. Ilyenkor
a mérés eredmeénye |o|? illetve |8/ valoszintiséggel |po) illetve |¢1) lesz. Ez t&bb qubites
rendszer esetén is teljesen ugyanigy miikédik. Viszont t6bb qubites rendszernél elgfordul-
hat, hogy csak az egyik qubitet mérjiik meg. Ekkor a t6bbi szuperpozicibban marad, csak
a kiilonbo6z6 allapotok amplitidéja valtozik, azt ugyanis le kell normalni az eredmény va-
l6szintiségével, hogy az amplitudd négyzetek tovabbra is valoszindséget adjanak. Példaul
két qubit esetén, ha a kiindulési rendszeriink ag [00) + a3 [01) + a2 |10) + 3 |11), és az elsé

qubitjét mérjiik, akkor |ap|? + |ai|? valészintiséggel a

(7)) aq
10) ( - - 0) + - - 1))
v/ Nao|™ + | \/ laol” + |

allapotba, || + |as|? valoszintiséggel pedig az

(%) Qs
1) ( - - 0) + - - 1))
\0oz2|” + |as| \/ el + |as|

allapotba keriiliink.

1.5. Miiveletek a qubiteken

A kvantumszamitas 1épéseit unitér matrixokkal lehet reprezentalni. Egy matrix unitér, ha
a transzponalt konjugaltja megegyezik az inverzével. Mivel minden unitér méatrix inver-
talhato, igy minden kvantummiivelet invertalhaté kell, hogy legyen. Mivel minden unitér
méatrix négyzetes, ezért minden miivelet n qubitb6l n qubitet csinal. Valamint mivel az
unitér transzformaciok megérzik a hosszt, a kvantumallapotok mindig normaltak marad-
nak, azaz az amplitidok a miiveletek utédn is mérési valoszintségeket fejeznek ki. Ezek a
megkotések igen szigoriinak tinnek, kiilonésen az invertalhatésag. Ugyanis sok klasszikus
miivelet, példaul a logikai ,vagy” (V) és a logikai ,6s” (A) sem invertalhatd, mégis megmu-

tathatd, hogy igy is minden klasszikus mivelet elvégezhet§ kvantumbiteken is.
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Az egyik legfontosabb ilyen mivelet az Hadamard-Walsh-transzformacié, amit gyakran
neveznek egyszeriien Hadamard-transzforméaciénak is. Ez szemléletesen egy tiszta allapot-
bél egy leginkabb kevert &llapotot hoz létre, épp ezért sok algoritmus kezd6dik ennek a

transzforméciénak az alkalmazasaval. Egy qubitre a matrix a kévetkez6képp néz ki:

Ennek hatésa a szokasos bazisvektorokra:
e Hi|0) = \%(I(J) + 1))
e Hi|l) = \%(!(D — 1))

Valamint a métrix énmaga inverze, azaz Hi(H; |0)) = |0) és Hi(H; |1)) = |1). Itt kénnyen
megmutathatd, hogy a méréssel a qubiteknél vigyazni kell. Ugyanis ha a H; két alkalmazésa
kézott megmeérjiik a qubitet, az Hadamard-kapu nem lesz 6nmaga inverze. Példaul |0)-ra
H,|0) = %(|O>+]1>) Ha itt az eredmény qubiten végziink egy mérést, akkor vagy |0), vagy
|1) lesz a qubitiink allapota. Ha erre hattatjuk az Hadamard-operatort, akkor eredményiil
ujra %(!O) +[1))-et vagy %(|0) — |1))-et kapunk, a mérés eredményétél fiiggen.

Viszont a bemenetek ritkan allnak egy qubitbdl. Szerencsére egy k qubiten haté ope-
ratorb6l egyszertien lehet egy k + 1 qubiten hatdét csindlni gy, hogy egy 1 qubitessel
tenzorszorozzuk. Tehat példaul Hy = H; ® Hy, és altalanosan Hyy1 = Hp ® Hj.

Egy masik fontos transzformacié a c-NOT, azaz irdnyitott negalds. Itt két qubites a
bemenet, és az els@ iranyitja, hogy a masodikat negélja-e a kapu. Azaz a négy bazisvektorra

a kapu hatasa
e Mc_nor |00) = |00)
o Mc_nor |01) = |01)
o Mc_nor|10) = |11)
e Mc-nor|11) = |10)

Ennek is felirhatjuk a matrixat, ami a kdvetkez6 alakot 6lti:

Mc_nor =

o O O =
o O = O
— o O O
o = O O

Végiil nézziik meg a fazistold transzformaciot, ami a bemenet fazisat forgatja el 0 szoggel.

11



Ennek hatasa My |0) = |0), valamint My |1) = €% |1). Ennek matrixa a kivetkezs:

10
My = |

Ezen harom transzformacié segitségével barmilyen unitér transzformacié elGallithato.
Tehéat ha ezekre a transzformacidkra, mint kapukra tekintiink, akkor ezen harom kapu

egylitt egy teljes rendszert alkot, hasonléan a klasszikus NAND kapuhoz.

1.6. Kvantum teleportalas

A mérésnek az Gsszefonodott allapotra nagyon izgalmas hatdsa van. Vegyiik példdul a mar
emlitett % |00) + % |11) &allapotot. Ezt nevezik teljesen 6sszefonodott allapotnak, vagy
EPR-pérnak is, Einstein, Podolski és Rosen utan. Ha ennek a rendszernek az egyik qubitjén
elvégziink egy mérést, akkor a méasik qubit is azonnal gy viselkedik, mintha elvégeztiik
volna rajta a mérést. Azaz a szuperpozicié helyett konkrét értéket fog felvenni, akdrmilyen
tavol is vannak egymastol.

Ez a kiilonleges viselkedés felhasznalhat6 arra, hogy egy kvantumallapotot ,teleportal-
junk”, azaz kvantumcsatorna nélkiil egyik pontbél a maésikba juttassunk. Legyen adott
Alice-nak egy ismeretlen «|0) + 8|1) kvantumallapota, és ezt 6 el szeretné kiildeni Bob-
nak. Tegyiik fol, hogy ehhez csak egy klasszikus csatorna all rendelkezésére, azaz egy olyan
csatorna, ami csak klasszikus informaciot tud kiildeni. Mivel Alice nem ismeri a néala levg
kvantumallapotot, ezért nem tudja az amplitidokat elkiildeni, hogy azutan Bob valahogy
elgallithassa ugyanazt az allapotot. Megmérni a valbszintiségeket pedig nem lehet, mivel
egy mérés utdn elveszti a rendszer a szuperpozicijit. Rdadasul, még ha sok azonos alla-
potu qubitje is lenne Alice-nak, végtelen sok mérést kellene végeznie, hogy pontosan tudja
a kvantumallapotot. Tehat valami mas modszert kell kitalalni. Ilyenkor lehet kihasznalni
az EPR-péarok furcsa tulajdonsagat. Ugyanis ha Alice és Bob megosztottak egy teljesen
osszefonddott kvantumpért, egy azon elvégzett méréssel at tudja kiilldeni Alice a sajat
qubitjének allapotat. Azért nevezik teleportacionak, mert ez pillanatszertien lezajlik, a ta-
volsagtol fiiggetleniil. Am, amint azt késébb latni fogjuk, ez nem tesz lehetévé fenynél
gyorsabb informéacidtovabbitast.

Kezdetben Alice-nak és Bobnak van egy megosztott EPR-parjuk. Ehhez hozzéavessziik
Alice ismeretlen qubitjét. Ekkor a kdvetkezs dllapotot kapjuk:

(@]0) + 1)) —=(/00) +[11)) = 100) +

1
— 2 1000) + % 011) + - L

V2 V2 V2 V2 V2

(Fontos, hogy a kovetkez6kben a harom qubit sorrendje végig Alice ismeretlen qubitje, az

EPR-par Alice-nél levs része, az EPR-par Bobnél levs része lesz.) Ez atirhato a kovetkezd
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alakba:

1
(* 100) + [11)) (e |0) + B[1)) + E(I(JO) — 1) (a[0) = B[1))+

1
~_(110) + 01)(a [1) + 8]0)) + ﬁmm —0D) (= 1) + 5 |0>))

Ez az atiras ugyan elsére bonyolultabbnak tiinik, mint az el6z6 alak, de az Alice-nal levg

DN | =

+
s\*

qubit par itt végig az egyik tgynevezett Bell dllapotban van. Fzek az &llapotok:
e Boo = 2=(/00) + [11))
o By = %(\1@ +01))
® By = \00> |11))
e B = (\10> |01))

Ha most Alice ezen allapotok mentén végez mérést a nala levs két qubiten, a Bobnal
levs qubitek allapota is ismert lesz szdméara. Mar csak a mérés eredményét kell elkiildenie

Bobnak, aki ennek fiiggvényében a kovetkezdket teszi:

e Byo: Bob allapota «|0) + 3 |1), vagyis Bobnal a kivant allapot van.
e By;: Bob allapota a|1) 4+ 5]0), vagyis Bob a negalast hajtja végre a qubitjén.
e Bjp: Bob allapota «|0) — 3 |1), ekkor a faziscsere miiveletet kell végrehajtania.

e Bj;: Bob allapota a |1)— /3 |0), igy Bobnak mindkét fenti mtiveletet végre kell hajtania

Ez az utolsé 1épés megkiveteli, hogy Alice Bobnak klasszikus informéciot kiildjon, igy
hidba valtozott meg a nala levé qubit allapota a mérés elvégeztével azonnal, Bob ekkor
még nem tudhatja milyen allapot is van nala. Ahhoz, hogy biztosan az Alice altal elkiil-
deni kivant dllapot legyen néala, meg kell kapnia Alice mérésének eredményét, és az ennek
megfelel§ transzforméciokat végre kell hajtania. Es mivel klasszikus informéciot jelenleg
nem tudunk a fénynél gyorsabban tovabbitani, igy Bob sem kapta meg az Alice-nél levg

kvantum bitet a fénynél gyorsabban.

1.7. Nem-klénozhatosagi tétel

Nagy kiilonbség a klasszikus és a kvantumvil4g kozott, hogy mig egy klasszikus bitet minden
gond nélkiil le lehet masolni, ezt egy kvantumbittel nem tehetjiik meg. Ez abbdl kovetke-
zik, hogy minden kvantumbiten végzett mtvelet invertalhatd, nem létezhet olyan mivelet,
ami egy ismert allapotot az ismeretlen bemenetté valtoztat. Pontosabban nincsen olyan U

unitér transzformacio, hogy minden ¢ kvantuméallapotra U(|p) |z)) = |¢) |¢).
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik egy ilyen U transzformacio. Legyen |a1) és |ag) két

ortogondlis allapot. Ekkor U méasolé tulajdonsidga miatt

1 1 1
U(Zllan) + o)) ) = (5 ) + faz))) (5 (Jea) +]aw)) ) =
= %(|0¢1> la1) + o) |ag) + |ag) [ar) + |az) |042>>
Viszont ha U linearitasat kihasznalva masképpen irjuk fel ugyan ezt:
1 1 1
U (g len) + laa)) ) = S50 () ) + Uz} [2) =
1 1
=7 |a1) |a1) + 7 |az) [az)

Lathato, hogy a két megkozelitésbél ad6dé eredmény, noha ugyanannak kellene lennie,

nem egyezik. Tehat ellentmondasra jutottunk, igy a feltevés nem teljesiilhet. O
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2. fejezet

Grover keresfalgoritmusa

Az els6 hires, és nagy gyorsulast elér§ kvantum algoritmus Shor faktorizaciés algoritmusa
volt [15]. Ez az algoritmus exponencialis gyorsulast hoz a klasszikus algoritmusokhoz képest
a szamok primtényezdékre bontasdban. A kvantumalgoritmusok térténetében ez egy nagyon
fontos lépés volt, de a hasznalata Ggy latszik egy elég jol koriilhatarolhaté problémakdrre
terjed ki.

Ilyen szempontbol sokkal altalanosabb Lov Grover 1996-os keresGalgoritmusa [6]. Ez
a keresGalgoritmus az ordkulumos keresést valdsitja meg rendezetlen adathalmazon, és
a klasszikushoz képest négyzetes gyorsulast eredményez. Ugyanis klasszikus esetben egy
ilyen keresés lépésszama ©(N), ahol N a halmazban levs elemek szama. Determinisztikus
algoritmusnak, ha nincs keresett elem, a halmaz minden elemét végig kell néznie, mashogy
nem tudné kizarni, hogy létezik keresett elem. Nagysagrendileg egy véletlen algoritmus
sem tud ezen segiteni, ugyanis annak is varhatéan % lépésre van sziiksége. Ezzel szemben
Grover algoritmusa ©(v/N) lépést hasznal, és nagy valoszintséggel helyes eredmeényt ad.

A dolgozatban vizsgalt kvantumalgoritmusok mind nagy valoszintiséggel adnak helyes
eredményt. Azonban ez a valoszinlség az algoritmus megismétlésével tetszblegesen novel-
hets. Tovabba a hibas valasz csak hamis negat{v lehet, ha nincs keresett elem, akkor az
algoritmus mindenképpen megfelel§ kimenetet fog adni.

Grover algoritmusénak a kvantumalgoritmusok fejlédésére tett hatasat az indokolja,
hogy a keresés nagyon sok problémaban el6fordul, mint részfeladat. Tovabba az algorit-
mus altal hasznéalt amplitudé amplifikicié egy més problémakhoz is igen jél hasznalhato
modszert adott. Az alabbiakban ezt a keresést fogom ismertetni [7] alapjan.

Az algoritmus egy ordkulumos keresést valosit meg. Jelolje az elemek halmazéit X, és
legyen a keresett elemek halmaza T C X. Azt, hogy egy elem a keresettekhez tartozik-e,
vagy sem, egy fekete dobozként miikods ordakulum tudja. Legyen ez egy adott

1 ,hazeT

0 , kiilonben

fr(z) =
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fliggvény. Azaz ez a fiiggvény minden elemrél eldénti, hogy az a T halmazban van, vagy
sem.
Az algoritmus lényege, hogy egy kezdeti eloszlasbol egy olyan allapotot allitson eld,

amit ha megmériink, nagy valészintiséggel egy keresett elemet kapunk. A kezdeti eloszlas
N

az az allapot, ahol mindegyik kimenetnek azonos a valoszintisége, azaz > ﬁ |i). Ehhez
i=1

n = logy N qubitre lesz sziikségiink. Az egyszertiség kedvéért legyen N kegt()’hatvany, azaz
N = 2". Ha ez nem teljesiil, a hianyz6 elemeket fel lehet télteni nem keresett elemekkel,
ez nem befolyasolja az algoritmust, az alaphalmaz mérete csak kevesebb, mint kétszeresére
nd. A kiindulasi allapot kénnyen elgallithato az n qubites |0) allapotbol, ugyanis egy H,, =
Hi® H ®---® Hy-et, azaz n qubiten haté Hadamard-operatort alkalmazva pont a kivant
allapotot kapjuk.

Ez utén a keresett elemek amplitiadojat megforditjuk, azaz (—1)-gyel szorozzuk. Ehhez
a lépéshez van sziikségiink az ordkulumra, itt kédoljuk az allapotba, hogy melyik elemek
a keresettek. A kovetkezd 1épés pedig minden elem amplitudéjat tiikrozi az amplitudok
atlaga altal meghatarozott egyenesre. Ez az atlag kevés keresett elem mellett kozel lesz
\/Lﬁ—hez7 de annél valamivel kisebb értéket fog felvenni, mert az amplitudok nagy része \%,
és csak néhany ennek (—1)-szerese. Emiatt a nem keresett elemek amplitidoja valamivel

\/% ala csokken, a keresetteké pedig —\/Iﬁ—r(’il majdnem \/?’N—re nd. Majd ismét negaljuk a

keresett elemek amplitudojat, és ismét tiikkroziink. Az algoritmus ezt a két 1épést ismételgeti
meghatarozott ideig, igy a végén a keresett elemek amplitiddja, és ezért mérésének a
valoszintisége joval meghaladja a tobbiét. A részletesebb szamolast hamarosan latni fogjuk.

Nézziik most meg, milyen operdtorok sziikségesek ehhez. Nyilvanvald, hogy sziikséges

egy olyan, ami a keresett elemek amplitid6jat megforditja. Legyen ez Vy, igy

. —|z) hazeT
Vila) = (=17 |2) =

|x) kiilénben

Ez az operator az allapot elGjelébe kodolja az f(z) fiiggvény értékét. Azaz ez maga az
ordkulum a keresésben.

Ezen kiviil sziikséglink van még arra az operdtorra, ami az atlagra tiikrézi az amplitta-
dokat. Ezt a (—H, R, H,) szorzat teszi meg, ahol

—|z) hax=0
B o) = .
|x) kiilonben

Vagyis a |0) allapotot szorozza (—1)-gyel, a t&bbit pedig valtozatlanul hagyja. Erdemes

megfigyelni, hogy H,R,H, = I — 2P, ahol I az 2" x 2™-es egységmatrix, P pedig egy

vetités matrixa, aminek minden eleme 2% Ez abba az egydimenziés altérbe vetit, melyet
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2" —1

a= \/127 l;) i) vektor general.

A (-H, R, H,) transzformacio ekkor tényleg az atlag koriil tiikkroz. Ugyanis vegyiink egy

tetszéleges > ¢, |x) allapott. Itt ¢, a |z) vektor amplitidojat jeloli. Legyen A = 2 > ¢,
az atlagos amplitudo. Ekkor > ¢, |x) = A> ) |x) + D (cx — A) |x) az eredeti allapotunk
felbontéasa két merdleges altérbe esé vektorra. Két vektor akkor meréleges egymasra, ha a

belsé szorzatuk nulla. Ez a két vektor tényleg meréleges egymésra, ugyanis

(A @D ey = Ay = (A (el D eyly)) — (A (al Y Aly) =

reX yeX zeX yeX rzeX yeX
=AY D e lally) — (A2 D (ally) =
zeX yeX reX yeX
=AY - 2AP=2"A7 - 2"A% =0
yeX

Mivel A egy konstans, ezért a szummén kiviilre lehet hozni. Valamint

1 haz=y
0 kiilonben

(@] ly) = (zly) = bay =

mivel a |z), » € X allapotok egy ortonormélt bazist alkotnak. Igy " (2] |y) = 2" adodik,
z oy

tovabba > ¢, = 2™ A. Tehat a két vektor bels§ szorzata nulla, vagyis a felbontéas tényleg

x
két merdleges altérre bontja fel az allapotot.
A P vetités definiciojabol P> ¢, |x) = A |z), ahonnan

(—HpRnHp)Y calz) = (2P -1 calz) =Y (24— i) |x)

Tehat minden amplitidot a (—1)-szeresére valtoztat, majd az atlag kétszereséhez ad. Vagyis
az atlagra tikrozi az amplitidokat.

Ez tényleg noveli a keresett elemek mérésének valoszintségét. Legyen |T'| = k a keresett

1
Ven
Ha ekkor V; a keresett elemeknek megforditja az elGjelét, az dtlag

elemek szama. Vegyiik az > |x) allapotot, aminek egyenletes az amplitudoeloszlasa.

(I 1 11, 2%

lesz. Lathato, hogy ha az elemek kis része megjelolt, akkor ez csak kicsit lesz a nem megjel6lt

)

elemek amplitudéja alatt. Viszont ha ezen végrehajtjuk a (—H, R, H,) transzformaciot, a
| 4k 1 4k
keresett elemek amplitiadéja \/27( — o0 \/27( - =

A Grover-algoritmust ezen két tiikrézés egymas utani alkalmazéasa alkotja, tehét a keresés

) lesz, mig a tobbié )-re csokken.

egy lépését a Gy, = —H, R, H,V; operator adja meg. Azt kell mar csak megvizsgalni, hogy
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hényszor kell ismételni ennek az alkalmazasat. Az eredmény az lesz, hogy G, ismételt
alkalmazésaval egy ideig n6 a keresett elemek amplitadéja, majd csokkenni kezd, és ezt
a valtozast periodikusan ismétli. Pontosabban egy szinusz gorbének megfelelGen valtozik
a keresett elemek mérésének a valésziniisége. Ez els6re furcsa lehet, ugyanis altaldban
a véletlenen alapulo algoritmusok a hosszabb futtatis, azaz tobb mintavételezés hatésara
pontosabb eredményt adnak. Példaul a keresésre hasznalt véletlen algoritmus esetén, ha egy
elemet csak egyszer vizsgalunk, N ismétlés utdn biztosan helyes megoldast kapunk. Ezzel
szemben Grover algoritmusat nem szabad tetszéleges ideig futtatni, mert az eredmény
egy id6 utan romlani kezd. Illetve ilyenkor tovabb kell futtatni, amig 0jra el nem éri a
valészintiség csicsat.

A tovabbiakban legyen F' = X \ T a nem-megoldasok halmaza, igy |F| = 2" — k. Legyen

Gn = (—H,R,H,V}) operator r-szeri alkalmazasa utin a kovetkezé allapotunk:

b3+ 5 Y )

zeT z€eF

Ha most erre alkalmazzuk Vy-et, az a megjeldlt elemek amplitadojat negalja, azaz a

_tr Z |J}> + f?‘ Z |J)>

zeT zeF

allapotba jutunk. Az atlagos amplitiid6 ekkor A = o ((2" — k) f, — kt,.). A kivetkezs lépés

a (—H,R,H,) operator, ez a kovetkezs allapotot hozza létre:

tri1 Z Z) + fri1 Z )

z€T z€F
ahol
trr1 =2A—t, = (1- )+ (2-3%)f»
fron=2A—fr= =3t + (1= 35)f,
Mivel egyenletes amplitidoeloszlasbol indulunk ki, ezért tg = fo = —= kezdeti feltétele-

Var
ket hasznaljuk. Tovabba tudjuk, hogy kt2 + (2" — k) 2 = 1-nek minden r-re teljesiilnie kell,

ugyanis minden &allapotban az amplitidonégyzetek Osszegének egynek kell lennie. Vagyis

(tr, fr)-et egy ellipszis pontjai hatarozzdk meg. Azaz felirhatjuk, hogy

iy 0,

1
VE S
_ 1
fr = =g cosbr
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valamilyen 60,.-re. Fzt behelyettesitve a rekurzioba a kivetkezd dsszefliggéseket kapjuk:

sinf,41 = (1 — %)sine + %\/2" — kVk cos 0,
cosbpi1 = —2 V2" — kVksin g, + (1 — )COSG

Mlvel k < n,ezért 1 — 2% ¢ [~1,1]. Igy valaszthatunk egy w € [0, 7]-t, hogy cosw =
1- —. Ekkor sinw = —\/ 2" — k\Vk. Ezzel az €l6z6 egyenletek egy kellemesebb alakba

irhatoak:
sin 0,41 = sin(6, + w)

cos 0,41 = cos(0, +w)

A kezdeti feltételekbdl megkapjuk, hogy sin? 6y = Qn, ami 6y meghatirozasahoz hasznal-

hato: 09 ~ 27. Igy a rekurzié megoldasa a kovetkezs:

tr

T in((2r + 1)6p)
cos((2r + 1))

fr—m

Mivel k£ megoldasunk van, ezért egy megoldas megtalalasanak valdszintisége
kt? = sin” 6, = sin®((2r + 1)6p)

Ehhez szeretnénk olyan, minél kisebb r-et taldlni, hogy a valészintiség maximalis legyen,

tehat (2r + 1)6p legyen a legkézelebb §-hoz. Ez r ~ ﬁ—nal lesz. Annak a valdszintisége,
hogy LﬁJ iteracié utan megtaldlunk egy megoldast, legalabb %.

Az algoritmus Osszefoglalva:

1. Ha k > %2", akkor valasszunk egy véletlenszerd y-t, az j6 megoldés lesz.

2. Kiilonben szamoljuk ki r = Lﬁd értéket, ahol By € [0,7/3] és sin®0y = L-bél

szamolhato.
3. Allitsuk el6 az ﬁ > |z) allapotot az Hadamard transzformacioval.
4. Alkalmazzuk a G,, = —H,R, H,V; operatort r-szer.

5. Mérjiink, hogy megkapjuk y-t.

Ekkor az r = LﬁJ R 1‘\7 iteracié utan eredményiil kapott y legalabb + valoszint-

séggel jo megoldés lesz. Ha ennél nagyobb valészintséggel szeretnénk a helyes megoldast

megkapni, az algoritmus megismétlésével ez a valdszintiség tetsz6legesen ndvelhets.

19



3. fejezet

Véletlen sétak

3.1. Klasszikus eset

Sok esetben gyorsabb algoritmust lehet késziteni, ha véletlent is hasznalunk, mintha az
algoritmusunk determinisztikusan futna. Egy nagy aga a véletlent hasznalé algoritmusok-
nak a Monte-Carlo-modszert hasznalo algoritmusok. Ennek lényege, hogy a feladatot csak
néhany, véletlenszerten kivélasztott pontban végezziik el, ezekbél vonunk le kdvetkezteté-
seket a teljes probléméara. Ha megfelel§ szamu és eloszlasa véletlen szdmokat hasznalunk, az
eredmény megfelel§ pontossaguva tehetd. A modszert Stanistaw Ulam taldlta ki, mikézben
a Manhattan Programon dolgozott és a neutron lancreakciot kutatta fissziés eszkdzokben
[4]. A mo6dszer alapjait kés6bb sok mas célra is felhasznaltak, példaul a primtesztelésre is.

Sokaig nem volt ismert, hogy egy szamrol eldénthets-e polinom idében, hogy prim-e.
Azonban mar t6bb, mint 40 éve léteznek hatékony, véletlent hasznalé algoritmusok, melyek
nagy valoszintiséggel helyes eredményt adnak (példaul a Miller-Rabin-tesz [13][10]). Bar
ma mar ismert, hogy van determinisztikus polinom idejti algoritmus is (AKS-teszt [1]), de
a véletlent hasznélé eljarasok a gyakorlatban még mindig hatékonyabbak. Egy potencidlis
kvantumszamitégépen azonban nem csak tesztelni lehetne primeket polinom idében, hanem
faktorizalni is, Shor algoritmuséaval.

Az egyik gyakran hasznalt, &m alapjaiban igen egyszerd ilyen moédszer a véletlen séta.
Ez szemléletesen annak felel meg, hogy egy grafban minden él egy valoszintiséget jelol, és
az aktualis csucsbdl a valészintségeknek megfelelen 1épilink tovabb. A véletlen sétat gyak-
ran hasznéljak példaul a fizikiban, a Brown-mozgas egyszertibb modellezésére. A Brown-
mozgas a folyadékban lebegs folyékony vagy gaz halmazallapoti molekuldk mozgasat irja
le. Ez egy folytonos probléma, de lehet kozeliteni a diszkrét véletlen sétaval.

Egy X halmazon vett véletlen séta valoszintiségei leirhatok egy | X | x | X|-es P matrixszal,
aminek p;, eleme azt mondja meg, hogy az x € X pontbdl az y € X pontba mekkora
valészintiséggel jutunk el. Ekkor P egy sztochasztikus métrix lesz, azaz minden eleme

nemnegativ, és minden sordsszege 1. Egy © € X pontbdl a kovetkez§ pontok eloszlasa
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kénnyen megkaphat6, ha egy olyan vektorral szorozzuk meg P-t, aminek az z. eleme 1,
a tobbi nulla. Legyen P aperiodikus, azaz olyan, hogy létezik 4, hogy P’ minden eleme
pozitiv. Ekkor a Frobenius-Perron tétel miatt [12] az 1 a matrix sajatértéke, és minden mas
sajatérték abszolutértéke kisebb, mint 1. Legyen tovabba A1 a legnagyobb abszolutértékii,
egytdl kiilonbozs sajatérték. Ekkor 1 — |\| = ¢ a spektralis rés. Ha pyy > 0 = py, > 0,
akkor megfordithato véletlen sétarél beszéliink.

Az egyik legegyszertibb ezt felhasznald keresési algoritmus a kdvetkezd: legyen adott a

P matrix, valamint egy, a jelolt elemeket tartalmazé M C X halmaz.
1. Vegyiink egy tetszéleges x € X elemet.

2. Ismételjiik t-szer

(a) Ha x € M, akkor visszaadjuk és STOP.

(b) Kiilonben P alapjan kivalasztjuk a kovetkezs x elemet.

3. Ha a t ismétlés alatt nem taladltunk megfelels elemet, STOP, és adjuk vissza, hogy

nincs megfelels elem.

Ha a kezdeti adatok olyanok, hogy egy M-beli elem kivalasztasdnak a valdszintisége e,

akkor az algoritmus varhatoan t = O(3) vélasztas mellett j6 eredmeényt ad.

Ha valami okbdl kifolydlag egy elem M-beliségének ellenérzése nehéz feladat, az algo-

ritmus egy modositott viltozata jobb lehet:
1. Vegylink egy tetszéleges x € X elemet.
2. Ismételjiik to-szor

(a) Ha x € M, akkor visszaadjuk és STOP.
(b) Kiilonben P alapjan szimulaljunk ¢; 1épést, igy megkapjuk az 1j x-et.

3. Ha eddig nem talaltunk megfelels elemet, STOP, és adjuk vissza, hogy nincs megfelels

elem.

Ha t; = O(5) és to = ©(1), az algoritmus nagy valészintiséggel j6 eredmeényt ad.
Vizsgaljuk meg az algoritmusok lépésszamat [11]. Ehhez harom kiilonb6z6 1épésszamot

hasznalunk.
e Inicializalasi koltség (I): a kezdeti adatszerkezet felépitése.

o Frissitési koltség (F): egy lépés végrehajtasanak koltsége. Azaz egy tetszGleges x
allapotbol egy azt kovetd allapotba 1épés P alapjan.

o Ellendrzési koltség (F): az aktualis  allapot ellendrzése, azaz x € M vizsgalata.
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Allitas: Legyen P egy szimmetrikus, aperiodikus Markov-lanc, és 6 > 0 a spektralis

rése egy n elemd X halmazon. Legyen tovabbd M C X a keresett elemek halmaza, és
M|

X] > ¢ > 0 ha M nem {ires. Ekkor egyenletes eloszlashol indulva

1. az els6 algoritmus nem iires M halmaz esetén nagy valdszintiséggel talal egy M-beli
elemet, ha t = O(4), és ehhez O(I + £ (F + E)) lépést hasznal.

2. a méasodik algoritmus nem iires M halmaz esetén nagy val6szintiséggel talal egy M-
beli elemet, ha t1 = O(3) és to = O(1), és ehhez O(I + L(3F + E)) lépést hasznal.

Tehat a masodik valtozatban az els6héz képest az inicializdlas és a frissités koltsége nem

valtozik, de az ellenérzésé (%EE helyett csak %E lesz.

3.2. Kvantum eset

A kvantumalgoritmusok kutatasakor felmeriilt a kérdés, hogy hogyan lehetne a klasszikus
algoritmusok ko6zott megismert véletlen sétat a kvantumalgoritmusok ko6zott hasznosita-
ni. Valamint, ami még fontosabb, lehet-e kvantum sétaval gyorsuldst elérni a klasszikus
algoritmusokhoz képest.

A szémegyenesen vett diszkrét véletlen sétdhoz viszonylag konnyd szemléletes kvantum
megfelel§t talalni. Vegyiink két Hilbert-teret, legyen az egyik Hp, ami a séta helyét kddolja
a szamegyenesen, a masik pedig Hce, ami a lépés irdnyat jelzi. Legyenek Hp allapotai: |i),
i € 7, azaz a szamegyenes szamai, valamint H¢ allapotai: [1) és |]). He egy érmedobast
fog szimulalni, és a séta ennek fiiggvényében fog pozitiv vagy negativ irdnyba lépni.

Legyen a séta tere egy ‘H Hilbert-tér tigy, hogy H = Hc @ Hp. Ekkor a kovetkez6 unitér

operator az elsd regiszter fliggvényében jobbra, illetve balra 1ép:

g = (m m) ® (Z i+ 1) <z‘\) - (|¢> <H) ® (Z i—1) <i!)

(3 K3

Ennek hatésa a bazisvektorokra:
e SN =INI]i+1)
e S|P =1[L]i—1)

Ha el6szor egy C unitér transzformaciot hajtunk végre a H = Heo @ Hp els regiszterén,
majd az S operéatort, akkor egy, a C-t6l fiigg6 U = S - (C ® I) véletlen sétat kapunk
a szamegyenesen. Kgy ilyen C' operdtor lehet példaul a mar megismert H; Hadamard-
operator.

Erdekes megfigyelni, hogy a Hj operatort hasznalva C helyén az U = S - (Hy ® I) séta
nem lesz azonos a |}) [0) és a |1) |0) kezddallapotokra. Azaz a klasszikus sétaval ellentétben

nem mindegy, hogy kezdetben jobbra vagy balra lépiink. Erre megoldas lehet az, hogy
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%(\ﬂ +1J)) ®|0)-bél inditjuk a sétat. Vagy hasznalhatunk egy masik C operatort, példaul

az Y =

Sl

1 4
(. 1) -t. Ennek hatasdra U barmelyik allapotbdl inditva szimmetrikus lesz.
i

0.1

T T
As&mptotic Pobability
X

T slow

1 I L 1 L 1 L

0
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

3.1. abra. A |]) ® |0) dllapotbdl inditott séta valdsziniségeloszldsa, C = Hy
operdtorral, T = 100 lépés utdn [8]. Jol ldtszik, hogy az eloszlds
nem szimmetrikus.

Ha megfigyeljiik a séta valoszintiségi eloszlasat, feltiinik az els§ lényeges kiilonbség a
klagszikus véletlen sétaval szemben. Klasszikus esetben T 1épés utan egy Gauss gérbét
kapunk, ha megnézziik a pontokra annak a val6szintségét, hogy a séta épp ott all. Ezzel
szemben a kvantum sétanal egy kétcsticsi eloszlast kapunk. Megmutathaté, hogy klasszikus
sétandl o = /T a szoras, azaz ekkora a varhato legnagyobb tavolsag a kiindulasi ponttol.
Ezzel szemben kvantum séta esetén o ~ T, azaz a kvantum séta négyzetesen gyorsabban
tavolodik a kezdgéallapottol.

A 3.2. dbran a szimulacié T = 100 1épésig futott. Mivel ebben sétaban paros helyrdl
paratlanra, és paratlanrél parosra lépiink, a nullabél kiindulva paros szamu lépésben csak
a paros helyeken lehetiink. Ezért az abran csak a paros helyeken felvett értékek szerepelnek,
ugyanis a paratlan helyeken a valészintiség ebben a lépésben nulla. Jo6l lathatd, hogy az
eloszlas tényleg nem a klasszikus sétaknal megszokott Gauss-gorbe lesz, hanem egy két
maximummal rendelkezs eloszlas.

Nagyon jol lathato ezen a példan a kvantumalgoritmusok sajatossiga, hogy az allapotok
szuperpozici6jat hasznélja ki. Ugyanis maga az operator teljesen determinisztikus, nincs
benne véletlen, az eredmény mégis az lesz. Viszont ez a véletlen csak a méréssel keriil a
rendszerbe. Ugyanis a mérés elvégzése el6ttig minden, azonos helyrél inditott séta azonos

kvantumallapotban lesz.
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3.2. abra. Szimmetrikus kezdddllapotbdl inditott, C = Hy operdtort haszndlé
séta veldsziniségeloszldsa [8].

Ezt, a szamegyenesen vald véletlen sétét, egyszertien kiterjeszthetjiik egy gréfon valéd
véletlen sétara. Fgy d maximalis fokszamu graf esetén az elsé regisztert lecseréljiik egy d-
dimenziés Hilbert-térre. Legyen ennek a jelentése az adott cstcsbol kimen6 élek, egy adott

sorrendben szdmozva. Ekkor |j) @ |v) a v csticsot és a j. élét jelenti. Tgy

|7) ® [w) ha v-bél a j. élen w-be jutunk
0 kiilonben

Sli) @lv) =

valasztassal meg tudjuk oldani a 1épést. Nyilvan ehhez a C-t is le kell cserélni egy d di-
menzi6s transzforméciora. (Ha a graf nem d-reguléris, akkor a maradék éleket példaul
hurokélnek véve d-regularissa tehetd.) Ilyen C' lehet példaul az Hadamard-operator kiter-

jesztése, a diszkrét Fourier-transzformécié operdtora, ami a kovetkezd formaban irhato fel

martixként:
1 1 1 1
1 2 d—1
DFT = - “ v “
Vid
1 Wil 2d=1D) w(d=1)(d=1)

ahol w = e’@ a d-ik komplex egységgydk.

Egy példa arra az esetre, ahol a grafon valo véletlen séta esetén exponenciélisan gyorsabb
a kvantum bejaras a klasszikusnal egy olyan graf, ahol két teljes binaris fa van a leveleiknél
Osszekdtve, és az egyik gyokérbdl szeretnénk a maésikba eljutni. Ugyanis ekkor klasszikus

esetben amig az indul6 csiicstél a graf kozepéig ériink, annak a valésziniisége, hogy egy
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szinttel lejjebb jutunk, dupldja annak, hogy egy szinttel visszalépilink. Azonban miutan
atértiink a masodik félgrafba, ez megfordul. Annak a valoszintisége, hogy a cél felé megyiink,
fele lesz annak, hogy visszafelé 1épilink. Ezzel szemben megmutathato, hogy a kvantum eset
vérhatoéan linearis idében eljut a célba. Am ez a példa azon kiviil, hogy jol illusztralja a két
vilag kozti kiilonbséget, méasra eddig nem volt jo, ugyanis sajnos valdséletbeli problémak

nem hasznaljak.

3.3. dbra. Két 8 leveld teljes bindris fa, a leveleiknél dsszekitve. Ezen a fin
az eqyik eredeti gyokérbdl indulva a mdsik gyokérig a kvantum séta
exponencidlis gyorsuldst hoz a klasszikussal szemben.
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4. fejezet

Markov-lancok kvantum kiterjesztése

4.1. Kvantum Markov-lanc

A véletlen sétak tekinthetGek Markov-lancoknak is. Ugyanis egy Markov-lancban minden
lépés csak az aktudlis allapottol fiigg, a korabbi lépésektsl fiiggetlen. Epp ezért a kvantum
séték vizsgalatakor adodott, hogy a Markov-lancok kvantum valtozatat is elkezdjék vizsgal-
ni. Klasszikusan a Markov-lancokat igen sok problémakérben alkalmazzak, de sokszor csak
a hatéareloszlasa érdekes a lancoknak. Példaul ilyen probléma a telefonkézpontok tervezése
a kiszolgalok és igények fiiggvényében, vagy az internetes kereséshez hasznalt algoritmusok.
A PageRank algoritmus alapjat példaul egy olyan internetezs képzi, aki az oldalon talalha-
t6 linkekre adott valészintiséggel kattint. Ha elakad, vagy egy koérkoros hivatkozésba botlik,
akkor pedig egy véletlenszert oldalrél kezdi tijra a bongészést. Am itt is csak a hatérelosz-
las hatarozza meg az oldalak sorrendjét. Az ilyen probléméakra a kvantumalgoritmusokkal
eddig nem talaltak gyorsulést.

Azonban a Markov-lancok keresésre is hasznédlhatéak. Példaul ha egy graf egy adott
csiicsat keressiik, akkor egy cstucsbél kiindulva a grafon véletlen sétat folytatva pont egy
Markov-lancot kapunk. Ha ebben a sétdban minden meglatogatott csiicsot megvizsgalunk,
egy keres§ algoritmust kapunk. Az ilyen problémak mér gyorsithatok kvantumalgoritmu-
sokat felhasznélva. Egy ilyen keresGalgoritmus a szerzék alapjan elnevezett MNRS-keresés
[11].

A c¢él egy n elemi X halmaz elemei kozil egy megjeldlt megtaldlasa. Legyen a megje-
16ltek halmaza M C X. Egy klasszikus megoldas erre a kordbban emlitett Markov-lanc
szimulaldsa. Most ennek a hatékony kvantum valtozatit vizsgiljuk meg. Ehhez elGszor
néhany jeldlést kell bevezetniink.

Egy Markov-lancot legegyszertibben a P = (p,,) llapot-atmeneti métrixaval lehet lefr-
ni. Ennek hatareloszlasa m = (), amire 7P = 7. (Vagyis egy A = 1 sajatértékd baloldali
sajatvektor, amibdl a Perron-Frobenius tétel értelmében irreducibilis Markov-lanc esetén

csak egy van.) Ez az az eloszlas, amit a lanc nem véltoztat meg. Idsmegforditott Markov-
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lanc alatt azt a P* = (p;l,) métrixszal megadott lancot értjiik, amire m;pyy = mypy,-

Jelolje I1y = |¢) (¢| a [1p) € H altal feszitett altérre valo vetitést, és legyen ref(vy) =
21Ty, — I a |¢)-re torténd titkrozés, ahol I az identitast jeloli. Konnyen belathato, hogy a
I1, tényleg egy vetitést hataroz meg. Ugyanis vegyiink egy ortonormélt bazist, aminek |1))
az egyik eleme. Akkor ha ezt a bézist vessziik, a [1)-t a I operator helyben hagyja, a
tobbi béazisvektort pedig kinulldzza. Mivel minden vektor felirhat6 a bazisvektorok lineéris
kombindaci6jaként, minden vektornak csak a [¢) irdnyu vetiiletét hagyja meg. Tiikrozés
esetén ref(|1))) a |¢) bazisvektort onmagaban hagyja, ugyanis 2ILy, |¢) =1 |1) = 2 [¢)—|¢) =
|1}, a tobbi bazisvektort pedig az ellentétébe viszi, ugyanis barmely |¢)-re merdleges |¢)-re
2ILy @) = I|p) =0 —[p) = — o).

Azonban nem csak bizonyos allapotokra lehet vetiteni vagy tiikrozni, hanem alterekre
is. Minden K altérre, melyet a |¢;) : ¢ € I ortonormélt allapotok feszitenek, legyen Il =
> IIy, a K-ra térténd vetités, és ref(KC) = 2l — I a K-ra tiikrozés.

ZEI\/ezessiik be az A = Span(|z) |p;) : * € X) valamint a B = Span(|p;)|y) : y € X)
jeloleseket a H = CX*X megfelel altereire, ahol

p2) = > VBaygly) 65 Iph) = > /vt |7)

yeX zeX

Itt az A altérben csak azon allapotok amplitudéja lehet nemnulla, melyeknél z-bél y-ba
el lehet jutni. Ekkor ez az amplitudé az atmenet valészintiségével lesz aranyos. Pontosab-
ban ennek a val6szintiségnek a gyoke lesz. Mivel a P métrix sztochasztikus, igy ezekkel a
szorzokkal az allapotok pont normalva lesznek.

Ezeket a jeloléseket felhasznalva definidlhatjuk a kvantum séta unitér operatorat a P
matrix altal meghatarozott Markov-lanchoz: W (P) = ref(B)ref(A).

Felirhatjuk a W (P) diszkrimindns matrixat, ami D(P)gy = (\/PeyPys)- Mivel \/poypy, =
%pxy, ezért ez felirhato D(P) = diag(r)'/? Pdiag(m) /2 alakban, ahol diag(r) egy olyan
diagonélis métrix, aminek f6atléjaban a 7 eloszlas elemei talalhatok. Mivel P egy Markov-
lanc matrixa, ezért D(P) szingularis értékei mind a [0, 1] intervallumba esnek, tehat felir-
hatok valamely 6 € [0, 5] szam koszinuszaként, azaz cos 6-ként.

Legyen A(P) a W (P) fazishézagja (phase gap) 26, ahol 6 a legkisebb (0, 5)-be es6 szdg,

amire cosf a D(P) szingularis értéke.

4.2. MNRS-keresés

Az algoritmust tekinthetjiik a klasszikus véletlen keresés kvantum megfelel6jének. Ezért a

kiindulési allapot a hatareloszlas megfelelGje lesz. Ez a kdvetkez&képp irhaté fel:

m) =Y Vele) pe) = D 7y Ip)) y)

zeX yeX
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A keresés felfoghato dgy is, hogy egy olyan altérre szeretnénk vetiteni, ami a megjeldlt
elemeket tartalmazza. Legyen ez az altér M = CM*X . Vagyis az |z) |y) elsS regisztere egy
megjeldlt elemet tartalmaz. Tehéat a cél egy olyan vetitést késziteni, ami erre az altérre
vetit. Ha ez sikeriilne, egy olyan normalizalt |u) vektort kapnank, ami

Ipq |7) 1

) = Tyl = Vs 2 V7 ) 1)

II? = 3 7, a normaléshoz sziikséges tag. Ennek jelentése az, hogy
zeM

mekkora valoszintiséggel jelolt egy elem a hatareloszlasban.

ahol pyr = || |7)

A |7) kiindulési allapotbol a |u) allapotba eljuthatunk tiikrozésekkel is. Ebben az esetben
a ref(m)ref(pu') titkkrozések tobbszori megismétlése pont j6 eredmény adna. (Itt |pt) a |u)-re
mer6leges allapotokat jeldli.) Ugyanis a |7) és a |ut) kozotti ¢ szogre igaz, hogy sin(p) =
(u|m) = \/par, igy a két tiikrozés egymds utani végrehajtasa egy 2¢ szogti forgatasnak felel
meg. Tehat osszességében O(é) = O(\/%) forgatassal |u) egy becslését kapjuk.

Azonban ref(u) egy szamitasigényes mivelet, ezért inkdbb egy becslését végezzitk csak
el. Nézziik az S = Span(|r) , |u)) alteret. Ebben a két dimenzios altérben ref(u) és ref(M)
egyméssal megegyezik. Ugyanis ref(M) = ref(y), valamint ref(u) és ref(ut) hatasa kozott
pont egy (—1)-es szorzo6 van. Vagyis ha az algoritmus folyaman az allapotok ebbe az altérbe
esnek, (—ref(M))-et kell csak megvalositani. Ennek érdekében vizsgalnunk kell, hogy az
els§ regiszter M-be esik-e.

A ref(|7)) megvalositdsahoz az algoritmus W (P)-t hasznalja fel. Ugyanis az A + B
altér tartalmazza a |m) és |u) vektorokat, igy az S = Span(|m),|u)) alteret, valamint
W(P) = ref(B)ref(A)-nak |m) az egyetlen 1 sajatértékd sajatvektora. Ugyanis P ilyen
iranyu tulajdonsaga kiterjeszthets W (P)-re.

Tétel (Spektralis Lemma [16]): Legyen P egy irreducibilis Markov-lanc, és legyenek

cosby,...,cos0; a D(P) matrix (0,1)-be esd szingularis értékei. Ekkor:

1. A+ B-n W(P) azon sajatértékei, melyeknek képzetes része nem nulla, pontosan az

eF201 20 komplex egyseggyokok, azonos multiplicitassal.

2. AnB-n a W (P) operator tigy hat, mint az identitas. Az ANB alteret a D(P) baloldali

(és jobboldali) egy sajatértékd szingularis vektorai feszitik

3. AN Bt-en és AL N B-n a W(P) operator (—I)-ként hat. Ezeket az altereket D(P)

azon, rendre bal- illetve jobboldali sajatvektorai feszitik, melyek sajatértéke 0.

4. W(P)-nek A+ B-n ezeken kiviil nincsen mas sajatértéke. A+ N BL-en W (P) identi-
tasként hat.

Ha feltessziik, hogy P ergodikus és megfordithatd, akkor D(P) szimmetrikus lesz, és a

szingularis értékei megegyeznek P sajatértékeinek abszolutértékeivel. Tehat W (P) egyetlen
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1 sajatértékhez tartozo sajatvektora |m). Emiatt, a kovetkezo tételben szerepl fazisbecslést
hasznalva a |7)-re valo tiikrozést megvalosithatjuk.

Tétel (Fazisbecsls tétel [3]): Minden m,s > 1 egész parra és 2™ x 2™-es U unit-
ér operatorra létezik egy C'(U) kvantum dramkor, ami m + s qubiten hat, és teljesiti a

kévetkez6 tulajdonsagokat:

1. A O(U) aramkér 2s Hadamard-kaput és O(s?) vezérelt fazisforgatast hasznal, vala-

mint 25+ !-szer hivja a vezérelt unitér c—U operatort.
2. U minden 1 sajatértékd [¢) sajatvektorahoz C(U) |v) |0%) = |¢) |0%)

3. Ha U ¢) = €?|3), ahol § € (0,7), akkor C(U)|e)[0%) = |[¢)|w), ahol |w) egy

s-qubites allapot, melyre |(0%|w)| = S;;g%)

Azért nevezziik fazisbecsls tételnek a tételt, mert |w)-t megmeérve £ egy becslését kapjuk.

T

Az dramkort a kovetkez6 4bra mutatja meg:

0y 4H] 0)+ &2 (29,
. 2

o) H] |O>+e2“'(21“’)|1)
o) ] 0)+ *¥ 2 V)

fv)

U, =z gu - 2 o)

4.1. dbra. A C(U) fézisbecslé dramkér [3]

Ezt a fazisbecsls aramkort felhasznalva megalkothato egy R(P) operator, ami jol kizeliti
aref(m)-t. A 4.1. 4bran a jelolesek kicsit eltérnek az itt hasznaltaktol. A H kapu az 1 qubiten
haté Hy Hadamard-kapu, az U, operdtor az itt U-nak nevezett kapu, aminek a helyébe a
keresés soran a W (P) kvantum séta operatort tessziik. Az itt hasznélt s qubites |w) allapot
az dbran j+ 1 qubites, és az aramkorbsl jobb oldalt kijovs qubiteket tartalmazza, a legalsé
sor nélkiil. Azaz

2m—1

‘w> — (’0) + 627ri2(571)9 ‘1>)(’0> + 6271'1'2(5*2)9 ‘1>) .. (’0> + 627ri209 ‘1>) _ Z e2mify ‘y>
y=0

Tétel: Legyen P egy ergodikus Markov-lanc egy n > 2 allapota allapottéren. Ekkor

barmely k egészre létezik R(P) kvantum aramkor, amely 2[logy n] + ks qubiten hat, ahol

s = logg(ﬁp)) + O(1), és teljesiti a kovetkezd tulajdonsagokat:
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1. Az R(P) aramkér 2ks Hadamard-kaput és O(ks?) vezérelt fazisforgatast hasznal,
valamint k2°+!-szer hivja a vezérelt c—W (P) kvantum-séta operatort, és inverzét, a
c—W(P)* operétort.

2. W(P) minden 1 sajatértékd |7) sajatvektorahoz R(P)|r)|0Fs) = |r) |0F®)

3. Ha [¢) az A+ B egy |r)-re merdleges alterébe esik, akkor ||(R(P) + Id) [¢) [0F)|| <
21—k

Bizonyitds. Irjuk le R(P) mikddését. Legyen m = n? és s = [logQ(%)]. Elgszor al-

kalmazzuk a C(U) fazisbecsl§ aramkort a W (P) kvantum sétara. A becslés pontositasa
érdekében C(U)-t k-szor hajtjuk végre. Mivel C'(U) nem modositja W (P) sajatvektorait,
ezért elég csak a masodik regisztert k-szorozni, a [¢)-bél nem kellenek tovabbi masolatok.

A mésodik regiszter itt k-szor fogja a becsiilt fazist, azaz a |w)-t tartalmazni. Igy a
mésodik regisztert s qubites szakaszokra bontva azon k-szor lehet |w)-t megmérni.

Ez a mivelet barmely A + B-beli |[¢)-t felbont W (P) sajatvektorainak megfelelGen, a
hozzajuk tartoz6 becslésekkel egyiitt. Ez utan (—1)-gyel megszorozzuk az sszes, legalabb
egy nemnulla becslést tartalmazo bazist. Ennek célja, hogy |m) kivételével az 6sszes sajat-
vektor fazisat megforditsuk. Majd végrehajtjuk a fazisbecslés inverzét.

Ekkor |r) |0%¥) nem valtozik R(P) hatasara. Hogyha [t)) meréleges |7)-re, akkor W (P)

+240

olyan sajatvektorainak linearis kombinécidjaként all el§, melyek e sajatértékekhez tar-

toznak, ahol # < 0 < Z. Mivel k-szor ismételtiik meg a fazisbecslést, |¢) [0F5)-t fel-
bonthatjuk |¢g) + [11)-re Ggy, hogy [¢p) esetén minden |w) segédregiszter értéke nulla,
és |[¢1)-nek legalabb egy segédregiszterében nemnulla van, valamint |[1g|] < 27F. Igy

R(P) |4)07*) = |¢o) — [th1), és (R(P) + I) [4) [07*) = 2 [0).
O

Ezeket felhasznalva mar felirhatjuk magat az algoritmust:
1. Otszor ismételjiik meg a kovetkezt:

(a) Vegyiink egy x-et véletlenszertien P-nek a 7 hatéareloszlasa alapjan

(b) Ha x € M, akkor STOP, és visszaadjuk x-et

2. Legyen T véletlenszert [0, \%)] intervallumon, legyen k € log, (7)) + O(1), valamint

legyen s az el6z6 tétel szerinti
3. Ismételjiik meg T-szer a kovetkez6t:
(a) Minden |z)|y) |z) bazisvektorra (|z) |y) = |[¢) és |z) = |w) az el6bbi jelolések

szerint), ha = € M, forditsuk meg a fazisit, azaz

) |y) |2) — —|z)|y)[z) hazeM
|z) [y) |z)  kiilonben
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(b) Alkalmazzuk az el6bbi tétel R(P) aramkorét a fenti k-val, minden iterdcioban

1j |0%%) segédqubiteket hasznalva.
4. Mérjiik meg az els§ regisztert
5. Ha ez az x € M, akkor adjuk vissza x-et, kiilonben ,nincs megjelolt elem”

Allitas: Ez az algoritmus D(P) > § > 0 esetén megfordithato, ergodikus Markov-

lancokra nagy valdszintiséggel talal egy megjeldlt elemet, ha van olyan.

Bizonyitds. Hogyha M iires, akkor az algoritmus nem talal megjelolt elemet. Tehat felte-
hetjiik, hogy M nem iires. Amennyiben pps > %, azaz annak a valészintisége, hogy egy
1. az elss lépeés 1 — (2)5 > 2 valoszintséggel taldl

egy megjelolt elemet. Tehat feltehetjiik, hogy pas < %. Ekkor megmutatjuk, hogy ez az

véletlen elem M-beli nagyobb, mint

algoritmus a véletlen Grover-algoritmust szimulélja.
Legyen S = Span(|7), |u)). A Grover-algoritmus 7' darab ref |7) ref |ut) iteraciobol all,

ahol T-t véletlenszertien valasztjuk [0, \%] intervallumbol. Mivel ¢ < py < 7, ezért a

1
1
Grover-algoritmus konstans valoszintiséggel a |7) vektort ugy forgatja, hogy a |u)-vel vett
belsd szorzata konstans legyen.

Legyen |¢;) az az allapot, ahova ¢ Grover iteracié |m)-t viszi, |¢;) pedig az, ahova az
el6z6 algoritmus. Indukciéval megmutatjuk, hogy ||[1;) — |#s)|| < i2'7F. Tegyiik fel, hogy
i-re igaz. |¢;) felirhato |¢;) + (J1;) — |¢;)) alakban. Mivel |¢;) € S, ezért ref(u') és (—refM)
hatésa megegyezik rajta.

Legyen |1) = |¢i+1) — R(P) - ref(M) |¢i). Itt |pir1) a Grover-algoritmus (i + 1). lépése,
R(P) - ref(M) |¢;) pedig a Grover-algoritmus i. 1épésére az MNRS-keresés egy lépésének
eredménye. Vagyis |7) az MNRS-keresés egy lépésének hibaja Grover kereséséhez képest.
Mivel ref(M)|¢;) € S, és S C A+ B, az elébbi tétel harmadik kévetkezménye miatt
Il < 2%, Bkkor [l[gn41) — [ )l] < 1)+ 1116s) — [3)] teljesiil, ugyanis az MNRS
keresés hibaja ¢ + 1 1épés utan nem lehet nagyobb, mint az i 1épés utédn levd hiba és az

(i 4+ 1). lépésben elkovetett hiba 6sszege. Ebbdl pedig az allitas mar kévetkezik, ugyanis

is1) = i)l < T+ Hls) — 1ol < 217% 02t 7% = (i 4+ 1)217F

Ekkor k = logy(T) + c esetén, ahol ¢ konstans, |||v7) — |¢7)|| < 217¢, ami megfelel6en
nagy c valasztasa esetén tetszdlegesen kicsivé tehetd.
O
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5. fejezet

A QulIDD rendszer

5.1. A QulDD adatszerkezet

A kvantumalgoritmusok vizsgalatanal komoly nehézségeket okoz, hogy tudomésunk sze-
rint nincsen mikoéds kvantumszamitoégép, ezért az algoritmusok teszteléséhez klasszikus
szamitégépen kell szimulalni a qubiteket és a rajtuk végzett miveleteket. Ehhez a legké-
zenfekvébb maddszer az, ha a qubiteket vektorokkal, az operatorokat pedig matrixokkal
reprezentaljuk. Ekkor a kvantumszamitas 1épései egyszerii métrixszorzasok lesznek. Azon-
ban egy n qubites &llapot tarolasahoz 2™ klasszikus bit kell, és az ezen haté operétorok
2™ x 2"-es matrixok lesznek. Szerencsére ezek az operdtorok dltaldban mutatnak valami
struktirat, amit kihasznéalva lehetség nyilik arra, hogy témérebb forméban taroljuk a
métrixokat, és a szadmolas is t&morebb lehessen. Erre ad egy adatszerkezetet a kvantumin-

formécios dontési diagram (Quantum Information Decision Diagram, QuIDD) [18].

@ @ @ @ @ @ @

5.1. dAbra. Egy hdrom wvdltozds logikai fiigguény BDD-je x1,T2,T3 valamint
T2, x3,T1 sorrendben. A szaggatott él jeloli a 0 vagy HAMIS értéket,
a folytonos pedig az 1 vagy IGAZ értéket.

Az adatszerkezet alapja egy binéris dontési diagram (Binary Decision Diagram, BDD).
Ezt elgszor logikai fliggvények abrézolasara hasznéltak, ahol a graf csicsai egy-egy valto-
z6t jeleztek, és egy csiics két gyereke a valtozd igaz illetve hamis értéke esetén vizsgalando
kovetkezs valtozd volt. A fa levelei a fliggvény értékeit taroljak olyan valtozoértékek mel-
lett, amilyenekkel oda eljutottunk. Azonban ez a szerkezet nem tdmoriti az adatokat, igy

n valtozd esetén 2" levele lesz a fanak. Azaz ha ezt hasznalnank a qubitek tarolasara, a
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probléma tovabbra is exponenciilis maradna. Ezt a hianyossagat potolja a redukélt, ren-
dezett binaris dontési diagram (Reduced Ordered BDD, ROBDD). Ez két egyszertisitési
szabalyt vesz a BDD-hez, melyek a kovetkez&k:

1. Nincs olyan v és v’ csomopont, hogy a v és a v/ gyokert részgrafok izomorfak.
2. Nincsenek bels§ cstucsok, melyeknek mind a két gyereke azonos.

Az 5.1. abran az (z1 Voo V-xs)A(x1V-xaVas)A(z Vaee Vas) logikai fiiggvényhez tartozo
dontési fat abrazoltuk a valtozok két sorrendezését felhasznalva. Megfigyelhetd, hogy a
BDD miért banik bizonyos helyzetekben pazarléan a téarhellyel. Az 1, 2o, x3 sorrendnél
lathato, hogy a teljes jobb oldali részfa redundans, x1 = 1-bdl latszik, hogy a kifejezés
kielégithet6. A masik, xo, 3, x1 sorrendnél pedig megfigyelhets, hogy a bal oldali x3 két

részfaja azonos, az az x3 csucs elhagyhato.

5.2. abra. Az el6bbi dontési fakbol készitett ROBDD-k. Ldthatd, hogy a sorrend
fligguényében mds lett a két fa mérete.

Koénnyen belathat6, hogy a valtozok sorrendezése, azaz az, hogy a valtozok a faban
milyen sorrendben kovetik egymaéast, nagy hatéssal lehet a kialakult fa méretére. Raadasul
az optimalis sorrend megtalalasa NP-nehéz probléma. A gyakorlatban hasznalt esetek egy
részében azonban ezzel a modszerrel a valtozoknak mar csak polinomialis fiiggvénye lesz a
fa mérete.

A QulDD térolasi médszere ezen az ROBDD elrendezésen alapul. A csomoépontok itt
a matrix sorait illetve oszlopait jelentik, a levelek pedig az at altal meghatarozott helyen
lev értéket taroljak. Pontosabban a csomépontok a sorok illetve oszlopok sorszdmanak
binaris dbrazolasanak bitjeit jelentik, azaz ,A keresett elem soranak az x. bitje 177 szerd
kérdéseket jelentenek. Tehat egy 2™ sortt matrixban legfeljebb n csomépont hatarozza meg
az aktuélis sort.

Azonban csak a tarolds nem elég ahhoz, hogy a szamitasok sebessége novekedhessen,
sziikség van ezeken a fakon végrehajthaté midveletekre is. Ugyanis ha minden miivelet
elvégzéséhez a fabol ujra el§ kellene allitani a matrixot, a miveletek elvégzése tovibbra is
exponencialis id6t hasznalna. Az Apply mivelet azonban kikiisz6bdli ezt a problémat. Ez
rekurzivan bejarja mindkét fat, és a megfelel§ csomdépontok kdzott végrehajtja a megadott

miuiveletet.
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5.3. abra. Hs, a két qubiten haté Hadamard kapu, és QulDD reprezentdcidja

Az Apply rekurzivan bejarja a két fat, és minden lépésnél megvizsgalja a csomoépontot,
ahol épp all. Legyen az egyik fiban az aktudlisan vizsgalt csomoépont vy, a méasikban
pedig vy. Ekkor ha vy el6bb van a fakhoz hasznélt sorrendezésben, mint vy, az 0j faba vy
keriil, és a mtvelet meghivja magéit rekurzivan vy egyik gyerekére és vg-re, valamint vy
masik gyerekére és vg-re. Azaz ha T'(vy) jeloli az egyik gyereket, és E(vy) a masikat, akkor
Apply(vg,vg, op) az Apply(T(vy), vy, op) és az Apply(E(vy),vg, op) fiiggvényeket hivija.

Hogyha a v, van elérébb, akkor ugyan ez torténik, csak épp v, gyerekeivel. Mig ha a két
csomopont azonos valtozoérol szol, az Apply(T(vy), T (vy), op) és az Apply(E(vy), E(vg), op)
fliggvények indulnak el. A rekurzié akkor ér véget, ha mindkét csomopont egy levél. Ekkor
az Apply végrehajtja a két levélben tarolt értéken az op miiveletet. Lathat6, hogy ennek
a miveletnek a lépésszama O(ab), ahol a az egyik fa csomodpontjainak a szama, b pedig a

masiké.

3= 3=

S|

= e

3

5.4. dbra. Egy egyenletesen elosztott kezdévektor, és QulDD reprezentdcidja

A QulDD is ezt az Apply algoritmust hasznélja a mriiveletek végrehajtasahoz.

A levelekben nem a konkrét értékeket tarolja, hanem egy mutatot egy tomb megfelels
elemére, ami az értéket tarolja. Tovabba sziikséges, hogy ezek az értékek komplex sziamok
legyenek. A valtozok sorrendje altalaban olyan, hogy sorok és oszlopok egymaést felvaltva

kévetik, ugyanis a kvantumalgoritmusokban hasznalt operatorokat igy lehet hatékonyan
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tarolni. Ugyanis ez a blokkos szerkezeteket helyezi el6térbe, ami igen gyakori a tenzorszor-
zéssal elgallitott matrixoknal.

A tenzorszorzashoz elGszor at kell alakitani a sorrendezést. Pontosabban a masodik mét-
rix valtozoit el kell tolni az els6 valtozoi utan. Igy az elsé fa minden levele utan fejtsdik ki
a méasodik fa, ami pont a tenzorszorzasnak felel meg. Ugyanis a masodik métrix minden
elemét megszorozza az els6 matrix elemeivel.

A tenzorszorzas akir nagy méretndvekedést is okozhat. Ugyanis egy n X n-es matrixot

2 % n2%-es lesz. Azonban ez a

egy masik n X n-es méatrixszal szorozva a keletkez6 matrix n
novekedés az adatstruktiraban bizonyos esetben nem fog bekdvetkezni.

Lemma: Adott Q; QulDD-ek esetén ezek ®;°,Q; tenzorszorzatanak QulDD-je
[In(Q1)] + i [In(Q;)| Term(@j;lle) + [Term(®}_,Q;)| csomopontot tartalmaz. Itt
In(Q;) a QIEIZ)D belss cstcsait jelenti, Term(Q;) pedig a leveleket.

Ha a tenzorszorzat végeredményében a levelek, azaz az el6fordul6é kiilénb6z6 elemek
szama nem novekszik, akkor az egész reprezentacié mérete n-ben linearis marad. Ezért ha
egy operator el6all kisebb operatorok tenzorszorzataként, és nem tartalmaz sok kiilonbézé

elemet, annak mérete O(n) lesz.

N[ =

w NN RO
[l Ko Nl

5.5. abra. H; |00) = £(|00) +|01) 4|10} + |11)), mdtrizszorzds QuIDD formd-
ban

A matrixszorzas végrehajtésa felirhato skalarszorzasok sorozataként is. Azonban a ska-
laris szorzashoz nem elég csak siman az Apply-t hasznélni, ezért Bahar et al. matrixszorzo
algoritmusat 2] hasznalja a QulDD. Ennek a legnagyobb elénye, hogy magén a témoritett
QulDD szerkezeten is miikédik, nem kell visszaallitani beléle az eredeti matrixot. Az al-
goritmusnak a lépésszama O((ab)?), ahol a és b a két métrix QulDD reprezentaci6janak a
csomépontjainak a szdma. Valamint, mint az &sszes ilyen fan végrehajtott algoritmus ese-
tében, a létrehozott 1j fa mérete is ebben a nagysdgrendben van, azaz O((ab)?). Azonban,
ahogy az 5.5. dbran is lathato, a szorzés utan az 0j matrix reprezentacidéjanak mérete akéar

csokkenhet is.
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5.2. A Grover-féle keresés 1épésszama QuIlDD hasznalataval

A QuIDD adatszerkezetet leird cikkben a polinomialis 1épésszém megmutataséra Grover
hires keresSalgoritmusat hasznalték. Erre egy igen durva, O(|A|'® n14) fels6 becslést adtak,
n pedig az allapotvektor mérete, azaz 2™ darab elem kozott folyik a keresés. A cikkben
nem részletezik, hogy hogyan jott ki ez a becslés, ezért itt levezetem.

A métrixszorzés lépésszama QuIDD reprezentacioval O(|A[* |BJ?), ahol |A] illetve | B| a
két matrix reprezentacidjanak csomopontszama. Az algoritmus els lépése az allapotvektor
inicializalasa, azaz n qubit nullaba éllitdsa. Ez utan a H, |z) szorzast kell végrehajtani,
hogy az 1j |z) az Osszes &llapot egyenletes szuperpozicidjiban legyen. Mivel az Hadamard
matrix O(n) csomoéponttal dbrazolhato, |r) pedig 1 csomépont, a szorzéas lépésszama O(n?).
Eddig tartott az algoritmus inicializ&lé része, ami bar O(n?) lépés, viszont az eredmény
tarolhat6 egy csomépontban, mivel az &llapotvektor minden eleme azonos.

Az algoritmus ismétlendd része leirhato (—H, R,H,V;|zr)) alakban, ahol |z) az el6z6
lépésben elsallitott vektor, azaz egy csomoéponttal tarolhato. Vy mérete legyen |A| = |V,
hogy a végeredmény a cikkben levével azonos alakban legyen. Ekkor az els§ szorzas 1épés-
szama O(|A)?). Ez lesz a kovetkezG szorzas jobb oldaldn levs elem mérete. A H,-nel val6
szorzas O((n |Al*)2) = O(|A|* n?) lépéssel megoldhato.

Allitas: R, szintén megadhaté O(n) csomoéponttal.

Bizonyitds. R, egy diagonalis matrix, melynek a bal felsg eleme (—1), a f64tlo tobbi eleme
pedig 1. Kénnyen lathatd, hogy egy azonos méretd egységmatrix kisebb egységmatrixok
tenzorszorzataként elgallithat6. Raadasul mindegyik QulDD-nek két levele van. Valamint
egy olyan matrix, ami a jobb fels§ sarokban (—2)-t tartalmaz, a t6bbi helyen pedig 0-t,
négy csoméponttal tarolhatéd. Egy a sort, egy az oszlopot kédolja, a tovabbi ketts pedig a 0
és a (—2) ertékeket tarolja. Majd az egységmétrixhoz hozzdadva ezt a matrixot megkapjuk
R,-et. Az Osszeadas lépésszama O(ab), ahol a az egységmatrix csomdpontjainak széama,
ami O(n), b pedig a (—2)-t tartalmazé matrixé, ami 4. Ugyanis az Apply-t kell hasznélni
op helyére +-t téve. Tehat R, mérete O(4n) = O(n). O

A keres6 algoritmus kévetkezo 1épése az R,-nel valo szorzas, amihez emiatt elég
O((n|A[* n2)2) = O(|A[® nb) 1epés.

Végiil ismét Hp,-nel kell szorozni, ami tovabbra is O(n) méretd, igy a lépésszama az
ismétlsds részben O((n|A]® n8)2) = O(|A|* n'4) lesz, ahogy a cikkben is irték.

Allitas: A Grover algoritmus egy iteraciojanak lépésszama O(|A|*® n'4), azaz polinomislis

a qubitek szaméaban.
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Bizonyitds. Az algoritmus inicializalasa tehat O(1) lépéssel megoldhaté az eredmény struk-
tardja miatt. Ezutan az egy iteraciohoz sziikséges (—H, R, H,Vy |r)) kiszdmitasa az el6b-
bieket felhasznalva O(|A|'® n14). O

Allitas: Az |z) allapotvektor lefrasahoz sziikséges allapotok szama nem valtozik egy Grover-

iteracio utan.

Bizonyitds. Az algoritmus miikédése soran a keresett elemekhez tartozd értéket noveli,
a tobbihez tartozot pedig ennek megfelel§en csokkenti minden iteracié. Azonban minden

keresetthez tartozé érték megegyezik, és minden nem keresetthez tartozo is megegyezik. [0

Az O(|A|*® n'%)-es becslés nagyon tag, ezért megvizsgdlom, hogy lehetne finomitani.
Egy kézenfekvd Otlet, amit sok helyen, példaul a szamitogépes grafikiban mar rég oOta
széleskorten hasznalnak, hogy a matrixszorzasokat elég egyszer, eldre elvégezni. Ugyanis
a matrixok szorzasa asszociativ, igy nem szamit, hogy hogyan zardjelezziik Sket. Tovabba
mivel a keresés folyaman a sziikséges operdtorok nem véaltoznak, ezt megtehetjik. H,
egy bemenettdl fiiggetlen transzformécid, tehat az biztosan nem fog véltozni. R, szintén
valtozatlan, ugyanis a |0) allapotot negdlja, fiiggetleniil a keresett elemtsl. Az egyediili
métrix, ami fiigg a konkrét kereséstol, az a Vy. De az is csak magatol a keresendd elemtél
fiigg, ami a keresés folyaman nem valtozik, ezért az algoritmus inditasakor lekérdezhetd
az ordkulumtol, és a végrehajtas folyaméan nem fog valtozni. Tehat a H,R,H,V} szorzat

el6re kiszamolhato.

Allitas: A H,R, H, matrix O(n) csoméponttal tarolhato.

Bizonyitds. Mint azt mar korabban lathattuk, H, R, H, = I — 2P, azaz egy olyan matrix,
ahol a f64tl6 elemei azonosak, és a féatlon kiviili elemek is megegyeznek. Tehat Gsszesen
két féle elem talalhato a matrixban, méghozzé egy diagonalis elrendezésben. A f6atléban
2%, a tobbi elem pedig —2%. Legegyszertibben ez a matrix I — 2P alakban

allithato el6. Egy n X n-es egységmaétrixot el6 tudunk allitani tenzorszorzatként, igy az

levs elemek 1 —

O(n) csomoponttal tarolhato. A P métrix elgallitasahoz olyan 2 x 2-es matrixbol indulunk
ki, aminek minden eleme % Ezt 6nmagaval tenzorszorozzuk addig, mig a megfeleld méretd
matrixot nem kapjuk, aminek az elemei pont 2% lesznek. Ez a matrix egy csomdponttal ta-
rolhatd, ugyanis minden eleme azonos. Két matrix kiilonbségét az Apply algoritmus minusz
operatorral valo meghivasaval szamolhatjuk ki, aminek a lépésszama O(ab), azaz ebben az
esetben O(n - 1). Mivel (I — 2P)-t szamolunk, a P méatrix kétszeresét kell kivonni az egy-
ségmatrixbdl. Egy matrix kétszeresének elGallitasa pedig megoldhaté az értékeket tarolod
tomb minden elemének 2-vel szorzasaval, ami nyilvanvaléan nem modositja a tarolasahoz

szitkséges csomopontok szamat. Azaz (I — 2P)-t kiszamolni O(n) lépés. O
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Allitas: V; matrix eltarolhaté O(n) csomoéponttal.

Bizonyitds. V; egy olyan matrix, ami csak a f6atloban tartalmaz nullatol kiilénbozé ele-
meket. Azon beliil is mindenhol 1, kivéve a keresett elem helyén, ugyanis ott (—1). Az
egységmatrix tovabbra is tarolhaté O(n) csomoponttal, tovabba egy olyan matrix, ami-
nek egy eleme (—2), a tobbi pedig nulla, négy csomoéponttal tarolhaté. Igy V¢ mérete
O(n-4) = O(n) lesz. O

Ekkor H,,R,H,-t jobbrol megszorozzuk a Vy métrixszal, ami O((ab)?) lépés, ami jelen
esetben O((n-n)?) = O(n?) lépés, ami azt jelenti, hogy H, R, H,V} téroléséhoz is elegends

ennyi csomépont.

Allitas: H, R,H,V; eltarolhat6 O(n) csomoéponttal.

Bizonyitds. A négy matrix szorzata egy olyan méatrix lesz, ami abban kiilénbézik az I —2P
matrixtol, hogy a keresett elem oszlopa (—1)-gyel meg van szorozva. Tehét ha vesziink egy
X matrixot, amiben a keresett elem oszlopa %, és ezt kivonjuk az I — 2P-bél, az mar
majdnem jo6. Ekkor ugyanis a f6atlébeli elem még nem lesz megfelel§, de a tobbi mar
igen. A fgatloban a keresett elem oszlopban levs elemnek (—1 + %)—nek kell lennie, de igy
1— % —
(—2+ 2%), mindenhol mashol nulla. Ez négy csomoéponttal leirhat6. Az X métrix harom

;in lesz. Tehat egy olyan matrixot adunk hozza, amiben a f6atl6 megfelel§ eleme

csoméponttal adhaté meg, ugyanis ki kell valasztani a megfelel§ oszlopot, az egy értéket
vesz fel, az Gsszes tobbi elem értéke nulla. Ezekbdl a matrixokbol Vy elgallithato O(n - 4)

és O(n - 3) lépéssel, tehat O(n) méretd lesz az eredmény. O

Tehat az iterdcio egy 1épése egy O(n) méretii matrixszal valé szorzds, ami O((n - 3)?)
lépés, ugyanis az allapotvektor egy kivételével minden eleme megegyezik. A keresett elem
helyén all6 érték kiilonbozik csak, igy egy bels§ cstics és két levél elég a tarolasdhoz.

Erdekes lehet megvizsgalni, hogy ennek a szorzatnak az elGallitasa mekkora szamités-
igényti. Ehhez a H, R, H,V; szorzat kiszamitasdnak lépésszamat kell vizsgalni. Mindegyik
métrix O(n) méretd, igy a mivelet lépésszama O((((n - n)? - n)? - n)?) = O(n??). Innen

adodik a kovetkezo allitas.

Allitas: Ha a Grover-féle keres@algoritmusban az iteracios lépésben a H, R, H,V; méatrixot
elére kiszdmoljuk, és csak ezzel szorzunk, QuIDD reprezenticié hasznalata esetén O(n??)
lépés az inicializalas, valamint O(n?) lépés az iteracios szakasz. O

Azonban a métrixszorzés asszociativitdsa miatt megvizsgalhatunk més felbontést is.
Vizsgaljuk a (H, R, H,) - (Vy)-|z) alakot. Ekkor az inicializalé szakaszban csak a Hy R, H,

szorzatot szamoljuk ki. Ez O(((n-n)%-n)?) = O(n!?) lépés. Viszont az algoritmus magjiban
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ekkor két szorzast kell végrehajtani. El6szér a Vi |z) szorzést kell végrehajtani, ami O(n?)

lépés.

Allitas: A V} |z) szorzat harom csoméponttal tarolhato.

Bizonyitds. |x) allapotvektor harom csomoponttal leirhato, ugyanis csak a keresett elem
helyén 4ll6 érték kiilonbozik a tobbitél. Vy pedig ennek az elemnek forditja meg az elgjelét,
vagyis a vektor felépitése nem valtozik. Ezért tovdbbra is harom csomoépont elegendé a

taroldsadhoz, amib6l egy belsé csomdpont, ketts pedig levél. O

Allitas: Ha a Grover-féle keresGalgoritmusban az iteracios 1épésben a (H,, R, Hy,) matrixot
elére kiszamoljuk, és (H,R,Hy) - Vi |x) zarojelezéssel szamoljuk, QulDD reprezentacio

hasznalata esetén O(n!0) 1épés az inicializalas, valamint 2-O(n?) 1épés az iteracios szakasz.

Bizonyitds. Az inicializalo szakaszban most csak a H, R, Hy, szorzast kell elvégezniink, ami
O(((n-n)?-n)?) = O(n'Y) lépessel elvégezhets.

Az iteracio6 lépésszama a két szorzas lépésszamanak Osszege lesz. Az els6 a Vy|X), ami
O((n-3)?) lépés, a masodik pedig ennek megszorzésa a H, R, H,, métrixszal. Mivel az el6z6
szorzés eredménye harom csomoponttal tdrolhatd, a masodik szorzés 1épésszama szintén
O((n - 3)?) 1épés lesz. Ezek dsszege 2 - O(n?) lépés. O

Megnézhetjiik azt is, hogy milyen eredményt kapnank, ha az eredeti becslést finomita-
nénk a szorzasok utédn kapott struktira elemzésével, azaz ha a négy matrixszal egymés utan
szoroznank. Azonban ez az Ut nem célravezets. Ugyanis az Hadamard métrixot épp azért
hasznaljuk, mert, szemléletesen szolva, elkeni az allapotvektort, igy az azzal valé szorzas
csak az O(n) csomoépontu becslést hasznalhatnank. Ugyan a cikkben levs becslésnél ez is
jobb lenne, mivel ott csak a polinomiélis kapcsolat bizonyitasa volt a cél, az el6z6 ketté
mobdszerhez képest nagyon rossz eredményt kapnéank.

A harom kiilénb6z6 zarojelezést a QulDDPro programmal ki is probaltam 100 qubitre,
egy iterdcion. Ekkor 2100 ~ 1030 elem kozott keresiink. A teljes algoritmushoz ekkor r =
8,8 - 10™ iteraciot kellene futtatni.

Tehat az eredmények egy tablazatban Gsszefoglalva:

lépésszam futasi id6
modszer inicializalas SZOTZAS inicializalas (s) | egy iteracio (s)
eredeti O(n) O(|A|"® ') 0,083 1,38
(HpRoH, Vi) - |x) O(n*?) O(n?) 1,257 0,3
(HpRnHy) - (Vi) - |x) O(n'Y) 2-0(n?) 0,234 0,303

5.1. tablazat. Lépésszdmok és futdsi id6k eqy keresett elem esetén
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Az egész iterdciot R = {Zq / ]\]\/flJ -szer kell elvégezni, ahol jelen esetben M =1 a keresett

elemek szdma és N a bemeneti adatok szdma, azaz n = log(N). Ezért az iteraciok szama
n-ben exponencialis. Vagyis az inicializdciéban levs 1épések szdma Osszességében elhanya-
golhaté az egész algoritmushoz képest, sokkal inkabb az iteraciéban résztvevs feladatok
lépésszamat éri meg csokkenteni. Emiatt gy ttnik idedlisabb, ha az egész H, R, H,Vy

szorzatot el6re kiszamoljuk.
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6. fejezet

Egy lehetséges felhasznalas: 3-SAT

6.1. A 3-SAT probléma

Ebben a fejezetben egy konkrét példan keresztiil vizsgaljuk meg az MNRS keres@algoritmus
mukddését. Ez a példa a 3-SAT probléma lesz egy konkrét bemeneten.

A 3-SAT probléma bemenete egy 3-konjunktiv normélformara (3-CNF) rendezett logikai
valtozokbol allo kifejezést, és a kimenete az, hogy ez a kifejezés kielégithets-e, azaz létezik-e
olyan helyettesitési értéke a logikai valtozéknak, amire a kifejezés értéke igaz.

A CNF a logikai valtozok egy olyan elrendezése, amiben a logikai viltozok, vagy azok
negéltjai diszjunkciék konjunkciéjaként szerepelnek, azaz vagyok ése. Egy képletben 6ssze-
foglalva: A\; V j(ﬁ)xij. A 3-CNF annyiban kiilonbézik ettél, hogy minden egyes vagyban
hérom logikai valtoz6 vesz részt.

A logikai valtozokat szokas atomoknak, az atomokat és negaltjaikat kozos néven literé-
loknak, ezek diszjunkciéit pedig kl6zoknak nevezni.

Azért a 3-SAT a vélasztott probléma, mert ez elég kicsi, am algoritmikusan nehéz prob-
léma. Ugyanis a 2-SAT, ami 2-CNF alaki bemenetet kap, egy P-beli probléma, azaz létezik
ra polinom ideji algoritmus. Ellentétben a 3-SAT-tal, ami NP-teljes, azaz jelen ismereteink
szerint nem létezik ra polinom ideji algoritmus.

A tovabbiakban vizsgalt példa a kévetkezd 3-CNF lesz:

(1‘1 V a2 V —|I‘3) VAN (:El V —xo V $3) VAN (.Tl Va2V CL‘3)

Ebben a példaban z1, z9 és x3 az atomok, és (x1 V x2 V —x3), (x1 V e V x3) valamint
(x1 V 22 V x3) a klozok.

6.2. Klasszikus megoldas

A 2-SAT probléméra létezik determinisztikus, polinom id6ben fut6 megoldés [9]. Ennek az

alapja az, hogy (z V y) és (—y V z) alaku klozokbol (z V z) alaktakat készitiink. Ha ennek
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az atalakitasnak az ismételt alkalmazasaval nem kapunk egy valtozéra mind (z V ), mind
(-x V —x) alakt kozt, akkor a kifejezés kielégithets. Az algoritmus O(n?) lépést hasznAl.

Ezzel szemben az egyik leggyorsabb klasszikus 3-SAT megoldé algoritmus a véletlent
hasznélja, és a futasideje exponencialis. Az algoritmus maga Schéning nevéhez fiiz6dik
[14]. Mivel az algoritmus véletlent hasznal, a megoldasa csak nagy valoszintiséggel lesz
helyes megoldés, de az algoritmus t6bbszori futtatasaval ez a valészintség tetszélegesre
novelhetd.

Az algoritmus bemenete egy k-CNF| n valtozéval. Az algoritmus a kovetkezd:
1. Valasszunk tetszéleges kezdeti értékeket a valtozoknak {0, 1}-bol.
2. Ismételjiik 3n-szer a kovetkez6t:

(a) Ha a formula igaz, STOP, és visszaadjuk a valtozok aktualis értékét.

(b) Valasszuk ki az egyik hamis klozt, és az egyik benne szerepld literdl értékeét

allitsuk az ellentettjére.

3. Ha nem talaltunk olyan vélasztast, ami kielégitené a bemenetet, nem kielégithetst

adunk eredményiil.

n
Az algoritmus lépésszama 3-CNF-ek esetén (%) .

A modszer hasznalhato a 2-SAT probléma megoldéasara is. Ekkor minden csere % valo-
szintséggel helyes lesz, ugyanis ha a kifejezés kielégithetd, az adott hamis klézban legalabb
az egyik literalt negalni kell. Ha a valtozok 0 — 1 sorozatat egy szdmnak fogjuk fel, akkor
a szdmegyenesen vett véletlen bolyongast kapunk, ami varhatéan O(n?) 1épésben jut el n
tavolsagra, ami a helyes megoldas maximélis tavolsdga a kiindulasi allapottol.

Ezzel szemben a 3-SAT probléma esetén a jo 1épés valoszindsége csak % Azaz az esetek
nagyobb részében rossz irdnyba lép, ezért el6fordulhat az is, hogy sokdig rossz irdnyba
megy a séta, és jobban megéri tjrakezdeni a kiinduléasi &llapotbél, mint megvarni, hogy a
séta visszatalaljon. Megmutathato, hogy az algoritmus ©(2")-es lépésszamu.

Az algoritmus felfoghaté egy Markov-lancnak is, amiben egy hiperkocka élei mentén
lépkediink. Ugyanis a valtozok egy konkrét értékadasat leirhatjuk egy n karakter hosszi
0 — 1 sorozattal. Ha ezeket a szavakat vessziik a Markov-lanc elemeinek, akkor pontosan
az egy Hamming-tavolsagn szavak lesznek szomszédosak, azaz azok a szavak, amik egy

karakterben kiilénboznek egymastol.

6.3. Kvantum megoldas

Az algoritmus kvantum valtozatdban nem maga a 3-CNF a bemenet, hanem egy orakulum.
Ez az ordkulum egy operatorként van megadva. Legyen X az &sszes lehetséges megoldasok

halmaza, amit n bites 0 — 1 sorozatokként reprezentalhatunk. Ekkor az ¢. bit 0 értéke az x;
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logikai valtoz6 hamis értékét jeldli, az 1 értéke pedig annak az igaz értékét. Legyen tovabba
M C X a formulat kielégit6 megolddsok halmaza. Ekkor az ordkulum hatasa a koévetkezd

lesz:

) —|x) hazeM
z) —
|x) kiilonben

Ebben a konkrét példaban az ordkulum a kovetkez&képp néz ki:

1 00 0 0 0 0 0
0 -10 0 0 0 0 0
00 1 000 0 0
00 0-100 0 0
00 00 1 0 0 0
00 0 0 0-1 0 0
000 0 00 0 -1 0
000 0 0 0 0 -1

Ha a h&rom logikai valtozot x3xax; sorrendben irjuk le, az igy kapott 0—1 sorozatot binaris
szamnak véve egy 0 < z < 7 szdmot kapunk. Ez adja meg a matrix megfelel6 sorat, ha
a szamozast nullaval kezdjiik. Tehat példaul az x1 = IGAZ, zo = HAMIS, x3 = HAMIS
értékeket behelyettesitve a 001 sorozatot kapjuk, ami a méasodik sort illetve oszlopot jelenti.
Ez az eleme az ordkulumnak —1, azaz ez a behelyettesités kielégiti az adott kifejezést.
Ahhoz, hogy a kvantumalgoritmust tudjuk alkalmazni a konkrét példéara, elébb meg kell
konstrualnunk az operéatort. Ehhez azonban tudnunk kell a Markov-lanc 4tmeneti métri-
xat. Az el6z6, klasszikus megoldéasbol kiindulva itt is olyan sétat vizsgélunk, ahol minden
lépésben egy Hamming-tavolsagu szavak kézott 1éplink. Ekkor a P matrix a kévetkez&képp

fog kinézni:

(011010 0 0]
10010100
100100710
p_Lll01 100001
3110000110
01001001
00101001
0001011 0]

(Az % szorz6 ez elején a normélas miatt van, hogy a matrix tényleg valdszintiségeket ad-
jon.) Mivel minden sz6bdl a téle egy Hamming-tavolsagra levékbe tudunk menni, ezért az
idémegforditott lanc matrixa megegyezik a siméaéval, tehat P* = P és py, = puy.

A kovetkezd lépés a kvantum séta W (P) operatoranak az elgéllitasa. Ezt a definicio
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szerint W(P) = ref(B) - ref(A) formaban valésitjuk meg, ahol A = Span(|z) \/pzy )
valamint B = Span(,/p;, |7) y)), tehat minden dllapothoz dssze kell szedni, hogy melyik
allapotba 1éphet, és az ezek &ltal generalt alterekre vivé vetitéseket kell dsszeadni, majd
abbol egy tiikrozést késziteni. A harom valtozénak nyolc allapota van, amit harom qubiten
lehet tarolni. Azonban az itt sziikséges tér |z) |y) vektorokbol all, ami hat qubites, mivel
mind |z), mind |y) az allapotokat kodolja.

Peéldaképp nézziik meg, hogy a |z) = |000) esetben mit kell csinalni. A P matrix alapjan
harom allapotba léphetiink |000)-bol, igy az ekkor készitendd alteret a

1
= —|000) (|001) + [010) + [100
%) \/gl ) (1001) +]010) + |100))
vektor generalja. Az altérre valo vetitést a Ily, = [vo) (10| projekcios matrixszal végez-

hetjiik el. Miutan mind a nyolc allapotra elkészitettiik a vetitési matrixokat, az A altérre

8
valo vetitést a 114 = ) II,, matrix adja. Innen az altérre valo tiikrozés métrixa konnyen
i=1
megkaphato, ugyanis ref(A) = 2114 — I.
A B altérre valo tiikrozés teljesen hasonlé modon készithets el. Ekkor a |y) = |000)-hoz

tartozo altér a kovetkezs lesz:
1

|p0) = \/§(|001> +010) + [100)) |000))

8
Innen a vetités erre az altérre I, = |po) (¢ol, a teljes B altérre pedig IIg = > II,,. Az
i=1
el6z6vel megegyezd modon a tiikrozes ref(B) = 2I1g — 1.

Miutan ezt a két tiikrozést kiszamitottuk, a kvantum séta operatorat ezek Osszeszorza-
saval kaphatjuk meg: W (P) = ref(B) - ref(A). Ez ebben az esetben egy 2° x 2%-0s, azaz
64 x 64-es matrix lesz.

Ez utan a C(U) fazisbecsls aramkort, illetve az azt végrehajté operatort kell megalkot-
nunk a W(P) kvantum sétéra. Ennek az egyik paramétere egy s valtozo, ami a becslés
pontossagat hatarozza meg. Az algoritmus erre s = [logz(%ﬂ—t hasznalja, ahol A(P) a
D(P) = diag(n)"/? Pdiag(w)~/? matrixban 26, ahol 6 a legkisebb (0, ) kozotti szog, amire
cos @ a D(P) matrix szingularis értéke. Mivel jelen esetben P = D(P), ezért elég P-t vizs-
galni. Tovabba mivel P szimmetrikus, tehat normalis, a szingularis értékek megegyeznek a
sajatértékek abszoluteértékével. Igy most cosf = % lesz, ahonnan s = 2.

Az aramkort megvalosito operatort az algoritmus leirasat tartalmazo fejezetben levs abra
alapjan készitjiik el. Ehhez el6szor a W (P) operatornak elkészitjiik egy vezérelt valtozatat,
c—W(P)-t. Ez W(P)-nél eggyel tobb, azaz 7 qubiten hat. A plusz egy qubit az engedélyezd
qubit. Ha az 1, akkor ¢ — W(P) a maradék qubiten tigy hat, mint W (P), ha pedig 0,
akkor identitasként viselkedik. Manualisan gy lehet egy ilyen kaput megalkotni (feltéve,

hogy az els6 qubit a vezérls qubit), hogy a W (P)-t reprezentdlé méatrixszal azonos méreti
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egységmatrixot vesziink, és a kovetkezd blokkmatrixot készitjiik el:

ahol I a W (P)-vel megegyez8 méretii egységmatrix.

Ez utan W (P) megfelel hatvanyaival ismételjik meg ugyanezt. A konkrét esetben csak
W (P)? sziikséges C(U) megalkotasihoz. Majd sziikséges ezek inverze, de mivel ezek unitér
métrixok, ez transzponilassal és konjugaléssal kénnyen elgallithat6. Ezek a miveletek a
QulDD adatstruktaran kénnyen elvégezhetéek. A transzponalashoz minden csomépont-
nél fel kell cserélni az oszlopokat sorokra, és viszont, a konjugalashoz pedig az értékeket
tarolo tomb minden elemét konjugalni kell. Mivel ekkor mind a bels6 csomépontokat (sor-
oszlop csere), mind a leveleket (konjugélas) csak egyszer kell valtoztatni, ez O(a) lépésben
elvégezhets, ahol a a QulDD reprezenticié csomoépontjainak a szama.

Az algoritmus kiindulési allapota a |7) = > /7 @) |ps)- Itt m, a Markov-lanc staci-

z€X

onarius eloszlasanak x. elemét jelenti. Mivel a konkrét lanc 8 allapotd, igy 7 egy 8 elemt

T .
vektor, m = % [1 1 1 1 1 1 1 1| .Igy akiindulasi allapot a kévetkez6 lesz:

|7} = \/Z\/g( 1000) (|001) + 010) + |100)) + |001) (J000) + [011) + [101))+
+1010) (J011) + |000) + [110)) + [011) (|010) + [001) + [111))
+1100) (]101) + [110) + |000)) + [101) (|100) + [111) + [001))
+]110) (|111) 4 ]100) + |010)) + [111) (|110) + [101) + [011)))

+
+

Az algoritmus els§ 1épése szerint 6t elemet véletlenszertien megvizsgalunk, hogy az
megoldas-e. Ezt a lépést a példaban kihagyjuk, mert erre csak amiatt van sziikség, hogy
a bizonyitasban fel lehessen tenni, hogy a megjelolt elem megtaladlasanak valdszintisége
Pm < -

Ez utan kivalasztunk egy T szamot, ahdnyszor az algoritmus a f6 ciklust ismételni fogja.
Ez egy [0,1/+/¢] kozotti egyenletes eloszlasbol adodo szam. Ebben a példaban a jo elemek
arénya g, igy T most [0, 2] intervallumbol szarmazik. Itt valasztunk egy k-t is, ami a fazis
keresés pontositisa miatt sziikséges, ugyanis az iteraciéban a faziskeresést k-szor végezziik
el egyszerre, hogy az eredmény pontosabb legyen. A mostani példdban T = 2 és k = 1
valasztassal élek.

A kovetkezs 1épés a kezdeti allapotot allitja els. Majd kovetkezik maga az iteracid. Eb-
ben elGszor az ordkulummal ellenérzi, hogy melyik elem megfelel§. Majd az eredményre
alkalmazza az R(P) operatort. Ez el6szor a C(U) aramkort hajtja végre vezérelt W (P)
operatorokkal, majd minden fazist megfordit (megszoroz (—1)-gyel), végiil a fazisbecslés

inverzét alkalmazza. Az algoritmus szamara csak a nem nulla fazisa allapotok fazisat kell
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megforditani, de mivel a nulla fazis (—1)-szerese szintén nulla, sokkal egyszertibb, ha min-
den fazist megforditunk. Az eredmény ugyan az lesz, viszont ezt egy egyszert fazisforditd
kapuval meg lehet csinalni, nem kell valahogy megjel6lni azokat, amiket meg szeretnénk
forditani.

A kvantumalgoritmus futtatasanak szimulaciojat a QulDD programmal végeztem, és a
megfelel§ operatorokat is ott allitottam oGssze. A futtatas végén a kovetkezst kaptam az

eredményre:
e Az eredmény elsG qubitje (z3 logikai valtozo) 51%-ban 0
e Az eredmény méasodik qubitje (z2 logikai valtozo) 51%-ban 0
e Az eredmény harmadik qubitje (x; logikai valtozo) 72%-ban 1

Ha egy valédi kvantumszamitégépen futott volna az algoritmus, most a mérés egy bi-
zonyos bitsorozatot adott volna, és azt ellenérizni kéne, hogy helyes-s. De a szimulécid
elénye, hogy a konkrét szazalékokat is megkaptuk. Az elsé két bit értéke igen valtozo, de
a harmadik nagy valészintiséggel 1. Ami j6 megoldasnak ttinik, ugyanis x; a megoldasok
%—ében IGAZ értéket vesz f6l, mig xo és x3 csak a megoldasok %—ében tesz igy. Raadasul,

ha z; = 1, akkor az eredmény biztosan igaz.

46



7. fejezet

Osszefoglald

A dolgozat célja egy altalanos kvantumalgoritmikus ismertet§ utan a véletlen séta kvan-
tum megfelel§jének vizsgalata volt. Ennek érdekében a hasznélt jel6lésrendszer ismertetése
utan elészor Grover keresGalgoritmusat mutattam be. Ez O(y/n) 1épésben keres megjelolt
elemeket egy rendezetlen halmazban. Ez utan ismertettem a klasszikus véletlen bolyongést,
és annak kvantum megfelel§jét.

A klasszikus és a kvantum bolyongasok ismeretében a kettd kozotti kiilonbségeket és
hasonldsigokat is megvizsgaltam. Majd a kvantum véletlen bolyongas egy masféle meg-
kozelitésébsl megvizsgaltam a kvantum Markov-lancokat. Ezt felhasznalva egy hatékony
keres@algoritmus készithetd, ami Grover korabban ismertetett algoritmusanak megfelelje.

Végiil egy ismert NP-teljes probléma megoldasara hasznaltam a Markov-lancon alapulé
algoritmust. Ez a 3-SAT probléma volt, amin végigkévettem az algoritmus futdsat. Ehhez
vettem egy kis méretd 3-CNF-et, és azon elvégeztem az algoritmus lépéseit. A kis méret
miatt kdvethetGek lettek az allapotok az algoritmus futdsa kézben. Ehhez felhasznaltam az
ismertetett QulDD adatszerkezetet, ami a kvantuméramkorok szimulaci6jahoz hatékony
strukturat biztosit. Itt Grover algoritmusanak 1épésszamat is vizsgaltam, majd ennek egy
optimalizalasat elemeztem. A QulDD adatszerkezetet felhasznaldo QulDDPro programban
egy kis példan megvizsgaltam a 3-SAT megoldésanak futasat.

A téma tovabbi vizsgalatanak egyik iranya lehetne nagyobb, valos életben elGforduld
3-SAT probléma szimuléldsa, valamint az ismert klasszikus algoritmusokkal val6é Gsszeve-
tés. Erdekes lehet még megvizsgalni, hogy a QuIDDPro szimulaciés programban Grover

keresGalgoritmusa vagy a Markov-lancon alapulé megoldas a hatékonyabb.
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