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Kivonat

A kvadratikus programozas a linearis programozasnal egy altaldanosabb technika, hi-
szen megengedi négyzetes tagok jelenlétét a célfiiggvényben. Ezzel az alkalmazasok korét
joval kib&viti, ugyanakkor az altalanos feladat megoldasa sokkal nehezebbé valik.

Ez a fajta optimalizdciés technika tobbek kozott azért is érdekes és hasznos, mert
ha a valtozok binarisak és nincsenek tovabbi korlatjaink, akkor a probléma megoldasahoz
felhasznalhat6 egy kvantumallapotokat hasznald szamitogép, ezzel remélhetéleg jelentGsen
csokkentve az optimalizélashoz sziikséges idét. A szakirodalom egyszeriien csak QUBO
(Quadratic Unconstrained Binary Optimization) néven hivatkozik erre a fajta felirdsra.

Grafokon vagasok keresése a (szamitégép)halézatok megjelenése ota egy sokat kuta-
tott témateriilet. Maximdlis vagast talalni kézismerten NP-nehéz probléma, ugyanakkor
gyakorlati szempontbdl fontos, hiszen példaul a tipikus klaszterezési problémak megfogal-
mazhatdk igy, ha az adatot grafként tudjuk reprezentalni.

A minimalis és maximalis vagassal kapcsolatos probléméakra a linedris programozas
mellett tobbféle QUBO felirdst is adok, melyeket elméleti és gyakorlati szempontbdl is
Osszehasonlitok. Az elkészitett formuldkat tobb szempontbdl elemzem, példdul a legegy-
szer(ibb ilyen Osszehasonlitdsi metrika a felhasznalt valtozdk szama.

A maximalis K-vagas egyik QUBO megfogalmazasa kapcsan logikai fiiggvények kvad-
ratikus optimalizalasat is megmutatom, melyek egyszeriibb esetben bar ismertek, nincs
részletes vagy egységes dokumentaciojuk, illetve Gsszetettebb esetben egyaltaldn nem ta-
laltam korabbi szakirodalmat. Ilyen Osszetett logikai kifejezésekre, kiilonos tekintettel a
kizaré vagy (XOR) miiveletére sajat bizonyitasokat is kozlok.

A QUBO-k optimalizdlasidhoz a D-Wave Ocean nevili programcsomagjat hasznaltam
fel, mely tobb lehet&séget kinal a formuldk megoldasara. A klasszikus megoldok mellett le-
hetéség van példaul valédi, a D-Wave Systems altal forgalmazott kvantumszamitogépeket
is hasznalni, vagy a klasszikus és kvantum eljarasokat hibrid médon 6tvozni.

Osszehasonlitom a kiilénbézd lehetéségekbdl adédé médszereket azok eredményessége
és hatékonysaga alapjan. A kapott eredményeket Osszevetem maés, klasszikus heurisztikus
megolddk hasznalatdval, és minimélis vagas esetében a polinom ideji folyamalgoritmussal
is.

A munka jelent6s részét tette ki, hogy tapasztalatot gytijtsek a D-Wave-es program-
csomaggal kapcsolatban, hiszen a tertilet tjdonsagabdl kifolyélag az elérheté dokumenta-
ciok meglehetbsen limitdltnak bizonyultak.



Abstract

Quadratic programming is a more general process than the linear programming, since we
are allowed to use a quadratic function as the objective function. This extends the possible
applications, but solving the general problem becomes much more complex.

One of the reasons this kind of optimization technique can gain interest, is because if we
restrict the variables to be binary and do not use any constraint functions, then for solving
the problem we can utilize a computer using quantum states, thus hopefully drastically
reduce the time needed for optimization. The literature simply calls this formula QUBO
(Quadratic Unconstrained Binary Optimization).

Finding a maximum cut in a graph is a well-known NP-hard problem, but at the same
time, it is a very significant question in practical sense, because typical clustering problems
can be described this way, if we convert the data into graph representation.

I present multiple different formulas related to minimum and maximum cuts, which I
compare from a theoretical and practical point of view. I analyze the formulas by different
metrics, such as the number of used variables, which is one of the simplest example.

In connection with one of the QUBO formulas, I present the quadratic optimization of
different logical expressions, which might be known in simpler cases, there is no detailed
or unified documentation about them, and regarding complex cases I was unable to find in
any previous literature. Therefore I even show some of my own proofs to complex logical
expressions, especially the excluding or (XOR) operation.

For optimizing the QUBOs I use the D-Wave Ocean tools, which provide multiple methods
for solving the formulas. Besides the classical solvers, there is a possibility to utilize
real quantum machines issued by D-Wave System or combining classical and quantum
approaches in a hybrid way.

I compare the different methods based on their effectiveness and efficiency. I also juxtapose
the results with using other classical heuristic solvers, and in case of the minimal cut the
polynomial-time flow algorithm as well.

A significant part of the work consisted of obtaining plenty of experience by using the
D-Wave tools, since the available documentation proved to be quite limited, because the
field has just newly emerged.



1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat 6§ motivacigjanak hatterében a D-Wave Systems altal forgalomba hozott
kvantumszamitégépek allnak, melyekrol azt allitjak,hogy hatékonyan oldanak meg kvad-
ratikus korldtmentes bindris optimalizalasi (QUBO) feladatokat [7]. Ezek nagyon specidlis
esetei a kvadratikus programozasi feladatoknak, de bonyolultsagelméleti szempontbol még
mindig NP-nehezek.

QUBO segitségével viszonylag természetesen felirhaték kilonbo6z6é problémék, mint
példaul a maximélis vagas, mely kozismerten NP-nehéz probléma. Ugyanakkor gyakorlati
szempontbol fontos, hiszen példaul a tipikus klaszterezési problémak megfogalmazhaték
igy, ha az adatot grafként tudjuk reprezentélni, illetve rengeteg méas alkalmazasi teriilet
mellett nagy jelentésége van példdul a VLSI huzalozdsban [28][27].

Dolgozatomban arra keresem a valaszt, hogy vajon az 1j technolégidk mennyivel tet-
ték konnyebbé kiilonboézé problémak formalizaldsat és megoldasat mind elméleti, mind
gyakorlati sikon, valéban segiti-e a D-Wave rendszere bizonyos NP-nehéz optimalizaldsi
problémak megoldasat. Bar a létrehozhat6 qubitek szdma manapsig még rendkiviil limi-
talt, igy is érdekes kérdés, hogy kis bemenetekre latszik-e valami biztaté eredmény, illetve
a nagy bemenetekkel miképpen birkézik meg akar egy kvantum alapokon miikédd, akér
egy klasszikus optimalizalo.

Munkamban a 2. fejezetben réviden attekintem az optimalizalas témakorét definidlva
a linedris illetve kvadratikus programozas fogalmat (2.1. alfejezet, 2.2. alfejezet), majd
konkrétan bevezetem a QUBO fogalmét (2.3. alfejezet) is. Elemzem a korldtmentes és
korlatos optimalizdlasi feladatok kozotti kiilonbséget, megallapitva, hogy korlatos feladat-
bél gyakorlatban mindig lehet korlatmenteset csindlni, noha ez nem mindig célravezetd
(2.4. alfejezet). Végiil a fejezet végén kitérek a QUBO-specifikus megfontoldsokra, an-
nak motivaciés hatterére, a D-Wave gépek miikodési elvére, és a formalizdlas nehézsége-
ire illetve korlataira (2.5. alfejezet). Ezen feliil itt definidlom még a kvadratizalhatdésig
(1. definicid), és a valtozok grafjanak fogalmat (2. definicid), melyeket kés6bb is tobbszor
hasznalok. FEzek ilyen formaban nem szerepelnek méshol szakirodalomban, de kiilénésen
az utobbi a jévében is hasznos lehet QUBO-k hatékonysaganak leirdsira

A 3. fejezetben konkrét feladatok felirdsat nézem meg, tébb kiilonbozd alakban.
Az egyik ilyen konkrét feladat az élstilyozott grafon minimélis vagas keresése, melyet a
3.1. alfejezetben fejtek ki. A masik feladat ehhez hasonld, ugyantgy élstlyozott grafon
keresiink, de ezuttal maximélis vagast, melyet a 3.2. alfejezetben részletezek. Mindkét
feladatot réviden elemzem bonyolultsdgi szempontbdél, és utébbihoz vazolok egy gyors
2-approximaciét elérd, polinom idejii algoritmust is (3.2.1. szakasz). Ezen kiviil meg-



adom a problémadk felirdsat linearis program segitségével, illetve QUBO hasznalataval is
(3.1.2. szakasz, 3.1.3. szakasz, 3.2.2. szakasz, 3.2.3. szakasz).

Egy nagyobb volumenti problémakor, melyet gorcs6 ala veszek, az a maximalis K-
vagas témakore, mely a sima maximalis vagas egyfajta altalanositasa (3.3. alfejezet). Miu-
tan definidlom a problémat, és megadom egy linedris programként valé felirdsat (3.3.1. sza-
kasz), altaldnositom az egyszer(i maximalis vagas QUBO alakjt, és megfogalmazom ezt
a feladatot is ilyen formatumban (3.3.2. szakasz). Felismerve, hogy a qubiteket pazarléan
hasznaljuk, olyan értelemben, hogy a csoportok elkédolésat ,one-hot” médon végezziik, és
bizonyos feladatokban segithet, ha inkdabb tomorebb binaris felirdsban koédolva taroljuk a
szamokat, ezért elkészitek egy méasik QUBO formulat is ugyanerre a feladatra (3.3.3. sza-
kasz), bar itt sajnos egyéb segédvéiltozok bevezetésére is lesz szitkségem. A két felirdst
ezutan osszehasonlitom kiillonb6zé metrikdk alapjan (példaul az egyik legegyszeriibb met-
rika a valtozdk szama), ezzel becslést adva, hogy milyen gyakorlati tapasztalatokat varunk
a megoldasuk soran (3.3.4. szakasz).

A 3. fejezet végén egy kicsit més témakort boncolgatok. A maximalis K-vagas felirdsa
soran részproblémaként szembesiiltiink azzal, hogy bizonyos valtozok kozotti logikai dssze-
fiiggéseket teljesitsiink. Ez a téma messzebb mutat, igy végiil egy teljes alfejezetté nétte ki
magat (3.4. alfejezet), melyben arra keresem a vélaszt, hogy szokésos logikai fliggvényeket,
vagyis logikai kapukat miként tudunk atvinni QUBO alakra. Az, hogy az egészen egy-
szeri kapuk viszonylag konnyen megvaldsithatok ismert tény, — bar forrdast nem talaltam,
ahol ezt Osszefoglaléan meg is mutatjak, — hiszen viszonylag révid szamoléas utdan kijonnek,
ezeket nekem is sikertiilt levezetnem a 3.4.1. szakaszban. Ezzel szemben példaul a XOR ka-
put nem lehet segédvaltozé nélkiil megvaldsitani, amelyre viszont egyaltalan nem taldltam
korabbi eredményt, igy egy teljesen sajat bizonyitast kozIok réd a a 3.4.1.6. alszakaszban.
Hasonlé maédszerrel bizonyitom azt is, hogy nem lehet ketténél tobb bemenetii OR kaput
segédvaltozd hasznalata nélkil QUBO-val implementdalni, egészen pontosan a 3 bemenetes
OR kapuhoz legaldbb 2 segédvaltozora van sziikségiink, mellyel viszont a feladat meg is
oldhatd. Ezzel kapcsolatos bizonyitasok a 3.4.2.1. alszakaszban kaptak helyet.

A dolgozat 4. fejezete a gyakorlati eredményekre és tapasztalatokra fokuszal, amely-
ben Osszehasonlitom a kiilonb6z6 lehet6ségekbol adéddé modszereket azok eredményessége
és hatékonysaga alapjan. A QUBO-k optimalizalasidhoz f6ként a D-Wave Ocean nevii
programcsomagjat hasznaltam fel, mely tobb lehetdséget kinal a formuldk megoldasara
(4.1.1. szakasz). A klasszikus megoldék mellett lehetség van példdul valédi, a D-Wave
Systems altal forgalmazott kvantumszamitégépeket is haszndlni, vagy a klasszikus és kvan-
tum eljarasokat hibrid médon 6tvozni. Egy maésik, szintén kereskedelmi forgalomban 1év6
megoldoszoftver, amely alkalmas lehet a QUBO-k megoldaséra a Gurobi, mely teljesen
a klasszikus, heurisztikus irdnyt képviseli (4.1.2. szakasz). Megvizsgaltam més megoldd-
szoftvereket is, de egyelOre ezeket még nem sikeriilt a célnak megfeleléen felkonfiguralni
(4.1.3. szakasz).

A 4.2. alfejezetben lefektetem az alapjait, hogy milyen tesztbemeneteket generdltam
a megoldé szoftverek szamadara, majd a tovabbi részekben grafikonokkal és tablazatokkal
elemzem a tapasztalati eredményeket, melyekben természetesen a legnagyobb hangsilyt a
futasidé és a kapott eredmény optimalitdsa kapta.

A munka jelentOs részét tette ki szdmos tapasztalat gytijtése a D-Wave-es programcso-
maggal kapcsolatban, hiszen a teriilet ijdonsagabdl kifolydlag az elérheté dokumentacidék
meglehetosen limitaltnak bizonyultak.



2. fejezet

Optimalizaciés technikak

Ebben a fejezetben altalanos optimalizicidés technikakat tekintiink &t. Torténelmi
okokbdl gyakran hivjuk ezeket a technikdkat programozasnak, és a felirt formulat prog-
ramnak, holott természetesen ennek nincs kéze ahhoz, amit manapsag programozas, illetve
program alatt értiink. Ezért is preferalja a modern szakirodalom az optimalizalas sz hasz-
néalatat, de még mindig szinonimaként tekintve a programozast is.

2.1. Linearis optimalizalas

Egy linedris optimalizdldsi (vagy linedris programozési) probléma azt jelenti, hogy
tobb keresett mennyiség (tgynevezett valtozok) linedris fliggvényének maximumét vagy
minimumét kell meghatarozni, mindekézben a rendszerre bizonyos mellékfeltételeket (kor-
latok) szabunk meg linedris egyenldtlenségek vagy egyenletek forméjaban. Beldthato, hogy
a fenti definiciénak megfelelé6 minden linearis optimalizalasi feladat leirhaté az alabbi to-
mor formaban, ahol n a valtozok szama.

Paraméterek:

c €eR” A célfiiggvény egyiitthatdi
A e R™*™  mxn-es valdés méatrix, a korldtokban szerepld egytitthatdk
b eR™ A korlatokban szerepl6 konstans tagok
Valtozok:
x € R"™ valtozdk

Célfiiggvény:

min ¢ x (2.1)

Korlatok:

Ax<b (2.2)

A feladat relativ hatékonyan megoldhatd, ugyan létezik ra polinom ideji algoritmus
is, de a gyakorlatban gyakran inkabb a Simplex-mddszernek elnevezett eljards valamilyen



valtozatat hasznéljak. A helyzet azonban egészen més, ha a valtozok nem vehetnek fel bar-
milyen valés értéket, hanem csak egészek lehetnek. Ekkor a probléma méar bizonyitottan
NP-nehéz.

2.2. Kvadratikus optimalizalas

A kvadratikus optimalizalas, vagy kvadratikus programozas a linearis programozasnal
egy altalanosabb technika, hiszen megengedi négyzetes tagok jelenlétét a célfiiggvényben,
amig a korlatok tovabbra is linedrisak.! Ezzel az alkalmazésok korét jéval kib6viti, ugyan-
akkor az altalanos feladat megoldasa sokkal nehezebbé valik.

Az altalanos n valtozds, m korlattal rendelkez6 feladatot a kévetkezé matrixos alakban
irhatjuk le toméren.

Paraméterek:

Q € R™™ nxn-es valés, (szimmetrikus) matrix, a négyzetes tagok egytitthatoi
c €R” A linearis tagok egytitthatoi

A e R™"™ mxn-es valés matrix, a korlatokban szerepld egyiitthatok

b eR™ A korlatokban szereplé konstans tagok

Valtozdk:
x € R"™ valtozok

Célfiiggvény:

1
min §XTQX +c’'x (2.3)
X

Korlatok:

Ax <b (2.4)

A felirdsndl @ jellemzden egy szimmetrikus métrix, ekkor a ¢;; jelentése, a x; - x;
valtozoszorzat egylitthatdja, azonban mivel a par kétszer is meg fog jelenni, igy norméalni
kell %-Vel. Masik szokasos felirds, hogy @ egy fels6 haromszog matrix. Ekkor ha i < j,
akkor ¢; ; a megfelelé egyiitthatéval egyezik meg, kiilonben nullaval.

A kvadratikus optimalizalast is még lehetséges tovabb &dltaldnositani, ha a célfigg-
vény tetszOlegesen nagy fokszdmui polinom is lehet. A kérdés, hogy lehetséges-e ezt az
altaldnosabb probléméat visszavezetni a kvadratikus optimalizalds esetére. A valasz nem
egyértelmili, de hamarosan egy specidlis esetben belatjuk, hogy ez lehetséges.

Tébb, a kvadratikus optimalizaldssal rokon optimalizalas fajta is aktivan kutatott
témateriilet. Ezeknek egyik f6 irdnyvonala a szemidefinit programozas [23]. Ugyanakkor
a problémanak tobb specidlis esete is érdekes lehet. Példdul tudjuk, hogy ha a @ matrix
szimmetrikus pozitiv definit, akkor a probléma ekvivalens a legkisebb négyzetek meg-

'Egyes forrasok tigy definidlhatjak az altaldnos feladatot, hogy a korldtokban is megengedik négyzetes
tagok jelenlétét. Ez szempontunkbol most kevésbé 1ényeges, hiszen a dolgozat jorészt a korlatmentes esetre
fékuszal.



keresésének problémaéjaval, és az optimumot egy linedris egyenletrendszer megoldasabol
kaphatjuk [25].

2.3. QUBO

A kovetkezdkben a kvadratikus optimalizalas egy specidlis esetét fogom elemezni,
mely a dolgozat szempontjabdl is kiemelt jelentGségli, hiszen a munka jelentds része erre
fékuszal. Ebben a specidlis esetben megkotom, hogy a valtozok csak és kizardlag bindrisak
lehetnek, és tobb korlat nem adhaté meg. Mivel a szakirodalom egyszeriien csak QUBO
(Quadratic Unconstrained Binary Optimization) néven hivatkozik erre a fajta felirdsra
[29, 4], én is igy teszek a tovabbiakban.

Bar a probléma rendkiviil specidlis, gondolhatnank, hogy akar kénnyen megoldhatd,
hiszen csak egy (kvadratikus) polinom maximum- vagy minimumhelyét keressiik. Ugyan-
akkor, mint a késébbi fejezetekben latni fogjuk, tobb kézismerten NP-nehéz feladat vissza-
vezetd erre a problémara, igy 6 maga is NP-nehéz.

A szamunkra érdekes, altalanos n valtozos feladat a kovetkezd alakban irhaté fel.

Paraméterek:

Q €R™™ nxn-es valds, (szimmetrikus) matrix, a négyzetes tagok egytitthatoi
c eR" A linedris tagok egytitthatéi

Valtozoék:
x € B" valtozdk

Célfliggvény:

1
min ixTQx +c’'x (2.5)
X

Korlatok:

0 (2.6)

A binéaris valtozok alatt szokdsosan 0 vagy 1 értékeket jelolink, igy a tovabbiakban
is B = {0,1}. Ugyanakkor itt érdemes kitérni, hogy bizonyos alkalmazasoknal inkdbb a
{—1,1} alaphalmazt tekintik. Erre elterjedt mdédon Ising-modellként hivatkozhatunk, a
fizikai spin iranyultsagok miatt. Bizonyos esetekben ezt konnyebb lehet elméleti sikon is
kezelni, azonban a ketté kozott (QUBO és Ising-modell) egyszerii linedris transzformécié
ad atjarast, igy lényegi kiilonbséget végiil nem ad. A D-Wawe Systems gyiijténéven BQM-
ként (Binary Quadratic Model) hivatkozik a két probléméara egyiittesen [4].

A tovabbiakban feltessziik, hogy a bindaris valtozdink 0 vagy 1 értéket vesznek fel.
Ekkor a korabban felirt altalanos alakot rogton egyszeriibb alakra hozhatjuk, hiszen bar-
mely valtozé megegyezik sajit négyzetével. Igy elég a kvadratikus tagokat felirni, mert az
esetleges linearis tagokat belevehetjiik a kvadratikus tagok kozé. Tovabba az %—del vald
szorzas sem tesz hozzd igy mar érdemben a felirdshoz, hiszen csak az optimum értékét
skalazza, de az optimumhelyek nem valtoznak. Ennek ellenére az altalanos felirasban ezen
a helyen még benne hagytam.



Paraméterek:

Q €R™™ nxn-es valés, (szimmetrikus) matrix, a négyzetes tagok egytitthatéi
Valtozdk:

x € B" valtozdk

Célfiiggvény:

min %XTQX (2.7)

Korlatok:

0 (2.8)

Fontos megfigyelés lehet még, hogy ha a kvadratikus polinom helyett tetszolegesen
nagy fokszamu polinom szerepelhet a célfiiggvényben, melyet a QUBO sémajara PUBO-
nak (Polinomial Unconstrained Binary Optimization) hivhatunk, a probléma mindig &t-
irhaté klasszikus kvadratikus alakra, amely folyamatot a tovabbiakban hivjuk kvadratiza-
ldsnak. Ezt adja meg formalisan az alabbi definicid, illetve tétel.

Definicié 1 (Kvadratizilhatésag). Azt mondjuk, hogy egy polinom kvadratizdlhatd,
ha létezik egy olyan kvadratikus polinom, melynek optimumhelyei megegyeznek az eredeti
polinom optimumhelyeivel. .

Allitas 1. Tetsz6leges bindris valtozés polinom kvadratizalhato.

A bizonyitas részleteivel most nem foglalkozunk, de az alapétlet, hogy egyszertien 1j
valtozokat kell bevezetni, gy hogy a fokszamok csokkenjenek, és az 1j bevezetett valtozd
pedig az altala helyettesitett két eredeti valtozé szorzataval legyen egyenld. Ez utébbi
kikényszerithet6 példaul a 3.4. alfejezetben taglalt AND kapu implementédlaséval. .

Ezzel persze mind a valtozdk szama, mind a kifejezések hossza rendkiviili médon
megnéhet. Ha csak egyszeri mohd moédszerrel probalkozunk, akkor akar exponencialisan
is. Nem ismert, hogy van-e jé stratégia a polinomok fokszamanak ilyen médon torténd
csOkkentésére, s6t ez a probléma egy jelenleg is futd kutatas alapkérdése.

Figyeljiik meg azt is, hogy az &llitas csak a bindris valtozos polinomokra vonatkozik,
az altaldnos (nem bindris valtozos) polinomok esetérdl nem allit semmit.

2.4. Korlatolt, illetve korlatmentes programozas

A 2.3. alfejezetben mér hasznaltuk a korlatmentesség fogalmat, a 2.5. alfejezetben pe-
dig réviden latni fogjuk, hogy a kvantumszamitégépek segitségével elméletileg hatékonyan
megoldhatdéak a QUBO feladatok.

Azonban felmeril a kérdés, hogy miként tudjuk mégis hasznalni a gyakorlatban ezt a
technikat, nem szoritja-e meg a keziinket ttlsdgosan az, hogy nem adhatunk meg korlatot,
és egy ,egyszerii” fiiggvény széls6értékét keressiik? A vdlasz szerencsére nemleges, mely
latszik a kovetkezd, roviden bemutatott technikabdl [12].



Altaldnosan elmondhaté, hogy egy optimalizdciés esetben kétféle kovetelményt lli-
tunk a rendszerrel szemben. Ezek kozil az egyik tipus az erds (hard) kovetelmény. Ezek
olyan kévetelmények, melyek teljesiilését mindenképpen eldirjuk a rendszer szdméara, mert
barmelyiknek a sériilése érvénytelenné tenné az eredményt. Altaldban ezeket a tipust
kovetelményeket korlatként adjuk hozza a programozési feladathoz.

A kovetelmények mésik fajtdja a gyenge (soft) tipus. Ezeket is szeretnénk minél
jobban teljesiteni, de nem koéveteljiilk meg az Gsszestdl egyidejlileg. Ez olykor nem is
lenne lehetséges, hiszen elég valdszinli egy olyan valé életbeli probléma, hogy minden
gyenge kovetelmény hozzdvétele inkonzisztenssé tenné a rendszert. (Hiszen nem lehet
minden tokéletes.) Ezeket a kovetelményeket altalaban igyeksziink az optimalizdlandé
célfiiggvénybe belefogalmazni.

A két kdvetelménytipus megfogalmazasa kozott azonban szerencsére van atjaras. Csak
annyirdl van sz6, hogy az er6s kovetelményeket is bele kell tenni a célfiiggvénybe, ehhez
egyszeriien csak szorozzuk meg ket valamilyen jé nagy egyiitthatéval (igynevezett biin-
tetétaggal), hogy barmelyik erds kovetelmény sériilése esetén a minimumt6l nagyon tévol
essen a fiiggvény értéke. Ezt a technikat én is felhaszndlom a megoldasokban, a képle-
tekben és kddmintakban P szimbdélummal jeldlve ezt az alkalmasan megvalasztott nagy
konstans szamot.

Ugyanakkor a biintet$ konstans(ok) megvélasztasa kordnt sem trivialis feladat. Bar
elméletileg az eredmény ugyanaz, mégis ha til nagyra valasztjuk a biintetotagot, akkor a
nem optimalis megoldasok nagyon messze esnek az optimalistél, ha til kicsire, akkor pedig
tul kozel. Egy heurisztikus elven miikéd6 optimalizalé szoftvert mind a két szélsOséges
eset hatranyosan befolyasolhat. Hiszen ha a helytelen megoldasok til messze vannak az
optimumtél, akkor lehet, hogy rossz helyen keresgetiink, és nem talaljuk meg a ,szlik” kis
optimumot, amig ha tdl kozel esnek, akkor egy nagyon rossz megoldésra is ramondhatjuk,
hogy mar ,.elég jo”.

Raadasul az explicit korlatokat a megoldd programok sokkal jobban tudjak kezelni,
mintha a célfiggvénybe fogalmaznank bele mindent, mert ez utébbi meglehetdsen ,,kodo-
sit” a megold6 szoftver szdmara, hiszen nem tud lényegi kiilonbséget tenni a kiilonbo6z6
funkciéju valtozdk kozott. Ez persze nem torvényszerii, mert a konkrét megoldé algoritmu-
son mulik, azonban altalanossagban mégis ez varhaté, és ezt alatamasztja a 4. fejezetben
leirt tapasztalat.

2.5. QUBO-k hatékonysaga

Miel6tt belevagnank konkrét feladatok elemzésébe, érdemes attekinteni az elméleti és
gyakorlati hatterét, hogy miként érdemes QUBO feladatokat megkonstrualni, milyen egy-
szerli mérészamokkal irhaté le egy program, mellyel megbecsiilhetd, hogy milyen konnyen
kezelhet6 az optimalizdlas soran, és hogy egyaltalan mi ad gyakorlati jelent&séget ennek a
megkozelitésnek.

Az egyik legegyszeriibb metrika, mellyel a QUBO-t jellemezhetjik, az a valtozok
szama. FEtt6l szinte kozvetleniil fiigg maga a program mérete is, hiszen nagysagrendileg
legfeljebb a valtézészam négyzetével ardnyos. Igy a valtozok széma egy nagyon trividlis,
ugyanakkor egy rendkiviil fontos mérészam lesz, barmilyen megoldé programot is hasz-
naljunk végiil az optimalizalasi folyamat elvégzésére.

A valtozok szaman feliil fontos, hogy megprébaljuk jellemezni a valtozdk kozotti Gssze-
fonédasok bonyolultsagat. A legegyszertibb, ha ehhez definialjuk a valtozok grafjat.



Definicié 2 (Valtozdk grafja). Minden QUBO felirds egyértelmiien reprezentalhatd
egy irdnyitatlan, élsilyozott graffal, melyben a csicsok a célfiiggvény valtozéinak felel-
nek meg, és két csiics kozott pontosan akkor van él, ha a valtozdk szorzata megjelenik a
célfiiggvényben. Az él silya pedig a valtozdk szorzatdnak az egyiitthatéja. Ezt hivjuk a
valtozok grafjanak vagy a QUBO grafjanak. .

Fontos megjegyezni, hogy az elébbi definicié nem csak megengedi, hanem el is varja
hurokélek létezését, amennyiben egy valtozé cnmagaval vett szorzata megjelenik. Fzt
persze hurokélek helyett reprezentalhatjuk a cstcsok stlyozasaval.

A valtozdk grafjat killonbozd, a grafelméletben megszokott alapveté metrikdval jel-
lemezhetjiik, amely kozvetleniil utal a QUBO felirds Osszetettségére is. Ilyen metrika,
a mar emlitett csticsok szama (vagyis a valtozok szdma), élek szama (hény kvadratikus
tag szerepel), maximadlis fokszam (a legtobb maésik véltozdval kapcsolatban 4ll6 véltozd
hany kvadratikus tagban szerepel), vagy az atlagos fokszam (&tlagosan hany kvadratikus
tagban szerepel egy valtoz6). Ez utols6 természetesen az élek és csiicsok szamabol mar
kiszamolhaté. A fenti metrikakon feliil érdemes lehet még nézni a klikkszamot, minimalis
lefogo csticshalmaz méretét, vagy barmely mas, a graf nagysagat vagy bonyolultsagat leird
értéket.

Megfigyelheto, hogy amennyiben nem QUBO, hanem PUBO alakban formalizaljuk
a feladatot, vagyis kvadratikus tagok helyett megengedjiik tetszélegesen nagy fokszamil
tagok jelenlétét, akkor is definidlhatjuk a valtozdk gréafjat a fentihez hasonlé médon, 4m
ekkor egy hipergraf keletkezik.

Definicié 3 (Valtozdk hipergréafja). Minden PUBO felirds egyértelmiien reprezentél-
haté egy irdnyitatlan, élsilyozott graffal, melyben a csicsok a célfiiggvény véltozodinak
felelnek meg, és egy csicshalmaz pontosan akkor jelenik meg hiperélként, ha a hozzajuk
tartozé valtozok szorzata megjelenik a célfiiggvényben. A hiperél silya pedig a valto-
z6k szorzatdnak az egyiitthatéja. Ezt hivjuk a valtozdk hipergrafjanak vagy a QUBO
hipergrafjanak. .

Az 1. allitas mely szerint minden polinom kvadratizalhat6 Gj valtozok bevezetésével,
most egy grafelméleti problémat ad, amely arra keresi a valaszt, hogy miként érdemes 1j
cstucsokat bevezetni, hogy az eredeti hipergrifot a szokasos értelemben vett graffa konver-
taljuk, mikézben nem veszitiink el bizonyos strukturdlis informéacidkat.

A dolgozatnak nem célja bemutatni részletesen, hogy példaul a D-Wave gépek miként
oldjak meg a QUBO feladatokat, hiszen sokkal inkdbb a QUBO-k megfeleld formalizalasan
van a hangsily. Ugy gondolom, hogy mégis elengedhetetlen ennek rovid attekintése, hiszen
csak igy van értelme arrdl beszélni, hogy milyen, és miért ezen metrikdkra szeretnénk
optimalizélni egy QUBO feladat formalizdlasa kozben.

A D-Wave altal nydjtott megoldas alapvets, elméleti hatterét tekintem csak at, hiszen
a dolgozat motivacidjat is 1ényegében ez adja. A D-Wave Systems egy 1999-ben alapitott
kanadai cég, mely elséként hozott kereskedelmi forgalomba kvantumjelenségeket haszna-
16 szamitégépeket. A kvantumgépeik tgynevezett lehiitéses elv alapjan miikodnek, azaz
konkrét szamolds vagy heurisztika helyett fizikai folyamatok, pontosabban az energiami-
nimumra torekvés jelenségétél varjuk a megoldast [26].

A szamitési modell alapjat egy specidlis grafba rendezett fizikai qubitek adjék, melyek
egymassal a graf struktiraja szerint vannak kapcsolatban. Ez jellemz6en az tigynevezett
kiméra vagy az ujabb gépeken az tgynevezett pegazus topolégia [10, 1]. A graf éleit és
csucsait egyarant stulyokkal lathatjuk el. Ha visszagondolunk a 2. definiciéra, ez pont egy
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QUBO feladatnak felel meg. Ezutan fizikai folyamatok hataséra a rendszer bedll varhatéan
a legalacsonyabb energiaszint dllapotra, azaz, amikor a qubitek aszerint vesznek fel 0 vagy
1 értéket, hogy az altaluk silyokkal meghatarozott kvadratikus fiiggvény értéke vagyis a
hozzajuk tartozé QUBO minimaélis.

Természetes gondolatnak tinik tehat a QUBO gréafjat reprezentalni a hardveren,
azonban ez sajnos altaldban nem miikodik direkt médon. Erdemes megkiilénboztetni
a fizikai qubiteket, melyeken a tényleges optimalizalas torténik, illetve a logikai qubiteket,
melyek a QUBO-ban felirt valtozéknak felelnek meg. A kettd kozott bijektiv leképezés len-
ne a legjobb, azonban sajnos ez dltaldban nem kivitelezhetd, hiszen amig a logikai qubitek
kozott tetszOleges grafot definidlhatok (melynek a 2. definicié adott nevet), addig a fizikai
qubitek strukturaja a hardver adottsdgaibdl kifolydlag nagyon kotott. Tehat a logikai qu-
biteket tigyesen 14 kell képezni a fizikai qubitekre, amely folyamatot hivjuk bedgyazasnak.
Példaul a kiméra grafban a maximalis fokszam 6, és 1évén paros graf, mar egy haromszoget
(K3-at) sem lehet bedgyazni 1j valtoz6 bevezetése nélkiil. Ekkor a mddszer jellemzéen az,
hogy a fizikai qubitek grafjaban lancokat alakitunk ki, amely fizikai qubiteket kot Ossze, és
ugyanannak a logikai qubitnek, azaz valtozénak felelnek meg. Szintén az erésen korlatos
fokszambdl 1lathatd, hogy olyan csicsok bedgyazasa, melynek nagy a fokszdma gondokat
okoz. A mébdszer itt is lancok létrehozésa, azonban ezek még tobb fizikai qubitet emészte-
nek fel. Egy teljes graf beagyazasa a fenti okok miatt pedig kimondottan koriilményes, igy
megoldé hardver szempontjabol mindenképpen az volna az elonyos, ha a graf klikkszama
kicsi lenne.

Problem Details ¥ Solver Defails v

Source - Force Directed

NODE
VARIABLE
BIAS
SOLUTION
CHAIN LENGTH

2.1. Abra. K3 beagyazasa

Mint ahogy a a 2.1. dbra is mutatja, a K3 bedgyazasa gy lehetséges, ha igénybe
vesziink legalabb még egy 4. fizikai qubitet, és valamelyik logikai qubit reprezentalasiahoz
kett6 fizikai qubitet hasznalunk fel, melyek értékét egyenlové tessziik.

Bar a QUBO problémék beagyazasat fizikai hardverre ennél mélyebben a dolgozat-
ban nem vizsgaljuk, fontos észrevétel, hogy igencsak van jelent6sége a konstrualt QUBO
formula és az ahhoz tartozé graf elemzésének, a kordbbi szempontok alapjan.

11



3. fejezet

Problémak formalizalasa

Ebben a fejezetben kiillonb6z6 vagasi problémakat tekintek, tigy mint a minimalis
vagas, a maximalis vigas és a maximalis K-vagas. Megvizsgalom, hogy ezek miként fogal-
mazhatok meg valamilyen optimalizaciés programként. Az egyik otlet megvaldsitasahoz
sziikség van logikai kifejezések QUBO-ként vald felirdsara is, ezért erre még egy teljes
kiilon alfejezetet szanok a fejezet végén.

Ha méshogy nem jelzem, a tovibbiak G = (V, E) jeloljon egy gréfot, ahol n = |V|
és m = |E|. A graf élei legyenek silyozva nem negativ valés szdmokkal, ahol az uv € F
stulya wy,.

Jelolje tovabbd [k] az 1-t6] k-ig tarté egészek halmazat. P pedig egy elegendéen nagy
szamkonstanst jeloljon, amelyet biintetészorzoként fogok hasznélni.

3.1. Minimalis vagas

A minimdlis vdgas probléméja arra keresi a valaszt, hogy (élsilyozott) G grafban
miként lehet szétosztani a cstucsokat két halmazra aszerint, hogy azon élek Osszstlya,
amelyek végpontjai kiilonb6z6 halmazokba keriiltek, minimalis legyen.

3.1.1. Kombinatorikus megoldas

Ez egy klasszikus, kombinatorikusan is , konnyen” megoldhaté feladat. Ha ismeriink
két csicsot s,t, melyeknek kiilon részbe kell keriilniiik, akkor a feladat megoldhaté a jol
ismert maximalis folyamot el6allité algoritmussal. Amennyiben nem ismeriink két ilyen
csucsot, akkor a graf egy s csicsat fixalhatjuk, és az algoritmust lefuttatjuk minden s — ¢
parra.

3.1.2. Linearis programozassal

A probléma koézismerten formalizalhaté linedris optimalizalasi problémaként. Ve-
gylink fel valtozét minden élre (d,,) és csicsra (x,). Egy csicsvaltozé legyen 0, ha a
vagas szerinti egyik, illetve 1, ha a mésik csoportba keriil. Egy élvaltoz6 pedig legyen 1,
ha az él benne van a vagdsban és 0 egyébként.

Mivel a feladat azon miulik, hogy a vagasban szerepld élek Osszstulyat akarjuk mini-
malizalni, ezért ebbdl kovetkezik a (3.1) célfiiggvény.
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i . Nl
m;n Z Wy * Ay (3.1)

A korldtoknak pedig azt kell biztositaniuk, hogy ha két cstcs kiilonb6z6 oldalra esik,
akkor a koztiik futé él valtozdja 1 legyen. Ez megtehetd a dy, > oy —xy illetve dyy > Ty—y
korlatokkal, hiszen, ha x, = 1 és =, = 0, akkor d,, kényszertien 1 az els6 korlat miatt,
forditott esetben pedig a masodik korlat miatt.

Erdemes megfigyelni, hogy a dy, valtozok 0 létére nem szabunk korlétokat, hiszen
mivel a célfiiggvényiink minimalizal, ha egy valtozonak ,nem kell” 1-nek lennie, akkor a
felirds miatt biztos, hogy kisebb értéket kapunk, hogyha az adott valtozd értékét inkabb
0-ra valasztjuk.

Hogy elkeriiljik azt az elfajulé esetet megoldasként, hogy minden csics ugyanazon
csoportba tartozzék bele, el kell érniink, hogy egyik particié se legyen fires.

Ezt tgy tudjuk kezelni, mint a kombinatorikus esetben, azaz tegyiik fel, hogy tudjuk
egy s, t csucsparrol, hogy nekik kiilon kell kertilnitik. (Ha ezt nem tudjuk, akkor s fixé-
lasaval (n — 1)-szer kell futtassuk a megoldé algoritmust.) Ha s és t kiilon csoportba kell
keriiljon, akkor korlatként felvehetjik, hogy zs =0 és =y = 1.

3.1.3. QUBO

A feladat felirhaté QUBO forméaban is. Az 6tlet annyiban hasonlit a korabbihoz, hogy
minden cstcsot jeloljiink egy x, bindris viltozdval, amelynek értéke mutatja, hogy az u
cstics melyik csoportba tartozik. A célfiiggvényt gy konstruédljuk, hogy egy él sulyat csak
akkor szdmoljuk bele az 6sszegbe, ha az a két csoport kozt fut, és ezt az Gsszeget szeretnénk
minimalizalni. Ehhez szerencsére ezittal nem kell az élekre is valtozokat bevezetniink,
hiszen ez kivalhat6 a (x, — x,,)? kifejezéssel, mely pontosan akkor 1, ha az x, kiilonbozik
az x,-t6l. Igy a célfiiggvény lényegét a ZUUGE(G) Wy - (Ty — T,)? kifejezés fogja adni,
vagyis minden, a csoportok kozott futd élre adjuk Ossze az élstulyokat, és ennek keressiik a
minimumat.

Ekkor persze a minimum az a trividlis megoldas lenne, hogy minden csicsot egy
csoportba osztunk be. Vagyis ismét azt kell még elérni, hogy egyik csoport se legyen fires.
Ismét tegyiik fel, hogy egy s, t csticsparrdl tudjuk, hogy nekik kiilon kell keriilniiik. (Ha ezt
nem tudjuk, akkor s fixdldsdval (n — 1)-szer kell futtassuk a megoldé algoritmust.) Ekkor
feltehetjiik, hogy s = 0 és xy = 1. Vezessiink be biintetd tagokat a célfiiggvénybe, hogy
ezt mindenképpen kikényszeritsiik. (Megjegyezziik, hogy lényegtelen, hogy a véltozokra
direkt mddon, vagy a valtozok négyzetére szabjuk a biintetést.)
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3.2. Maximalis vagas

A maximélas vagds probléméja arra keresi a vélaszt, hogy (élsilyozott) G gréfban
miként lehet szétosztani a csicsokat két halmazra, aszerint, hogy azon élek 6sszsilya,
amelyek végpontjai kiilonbozé halmazokba keriiltek, maximalis legyen. A problém&anak
tobb valtozata is ismert és kutatott, ennek a dolgozatnak a keretében a pozitiv valds
élstulyokkal ellatott esetet vizsgdljuk, amely kell6en altalanos. Ennek nagyon specidlis
esete, ha minden élsily 1 értéki, hiszen ekkor elég az elvagott élek szamara maximalizalni.
Ezt a problémat ismerhetjiikk még maximalis paros részgraf néven is, amely, bar az altaldnos
problémanal sokkal specidlisabb, még mindig NP-nehéz annak az eldontése is, hogy adott
grafban létezik-e, e éli paros részgraf.

3.2.1. Kombinatorikus megoldas

Polinom idejli algoritmust sajnos nem varhatunk, mivel a feladat egy a leghiresebb
NP-nehéz problémak koziil. Természetesen exponencialis futasideji algoritmus adhato,
hiszen a graf cstcsait osszesen 27! féleképpen lehet szétvalasztani két csoportra, egy vagas
stulyanak kiszamitasa, pedig linearis idejii a bemenet méretének fiiggvényében. Ezzel igy
adddik egy O(m2™) lépésszamu algoritmus.

Ha gyors algoritmust szeretnénk, akkor a pontos optimum helyett egy kozel optimé-
lis megoldast célszerii keresni. Szerencsére ilyen létezik is. 2-approximéciét viszonylag
gyors és egyszerll algoritmus segitségével lehet mar adni, példdul gy, hogy a csicsokat
egyesével kivalasztva dontiink, hogy melyik csoportba osszuk be Oket, aszerint, hogy az
aktualisan kivalasztott csticsbdl kiindulé élek 6sszstlyanak nagyobb része menjen a masik
csoportba. Ezzel elértiik, hogy minden bekeriil6 cstiicsndl legalabb annyi élsily lesz a két
csoport kozott, mint a csoportokon belil. Mivel tudjuk, hogy az optimum legfeljebb az
élek Gsszsilya lehet, és ez a megoldas legaldbb az Gsszsuly felét kivilasztja, ezért ez egy

(legrosszabb esetben is) 2-approximécié!.

Viszont az is kordbbrél ismert tény, hogy (amennyiben P # NP) nem létezik ré po-
linomialis approximéciés séma. A legjobb eddig ismert kozelités approximéciés faktora
koriilbelil 1.139, amely egyébként a dolgozatom témajahoz is kozel es6 szemidefinit prog-
ramozassal lett el6szor elérhetd, s6t amennyiben a Unique Games sejtés igaz, bizonyitott,
hogy ennél jobb nem is létezik [13, 27].

A problémanak ismert felirasa egészértéki- illetve kvadratikus programozassal is, me-
lyeket a kovetkez6 alfejezetekben vizsgéalok.

3.2.2. Linearis programozassal

Egész értékii linedris programozasi feladat felirhat6 ra, minden uv € E(G) élre (ponto-
sabban kés6bb latjuk majd, hogy minden csticsparra) bevezetiink egy dy, bindris valtozot,
melynek értéke akkor 1, ha az él benne van a vagasban. Ekkor a célfiiggvényben vila-
gos, hogy azon élekre adjuk Gssze a sulyokat, melyek benne vannak a vigasban, és ezt
szeretnénk maximalizalni.

'Ttt nem bizonyitjuk, de valdjdban létezik ra éles példa, igy az approximéciés faktora nem jobb 2-nél.
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max Z Wa Ay (3.3)
weE(G)

Tovabbi korlatokat is fel kell vegyiink, kiilonben a maximum akkor all eld, ha a valto-
z0k azonosan 1 értéket vesznek fel. Amit ki szeretnénk fejezni tovabbi korlatokkal, hogy
barmely haromszogbol pontosan nulla vagy kett6 él lehet benne a vagasban. Ez nyilvanva-
l6an egy sziikséges feltétele egy helyes vagasnak, viszont az elégségesség is kovetkezik, ha a
graf teljes. Ehhez viszont nem létezé éleket kell hozzavegyiink a grafthoz (és igy a valtozok
szama, is (TQL) -re novekszik.) Az élsilyokat ekkor persze gy kell megvalasszuk, hogy ne
zavarjdk a maximalis vagédst, (példaul ha az élsilyok nem negativak, akkor az azonos 0
valasztas megfelels) de altaldban még az sem probléma, ha nem rendeliink az 14j élekhez
explicit silyokat, hiszen elég ha a célfiiggvényben csak az eredeti élekre Osszegezziik a
stulyokat.

duv < duk + dkv

Erdemes par szét ejteni a relaxalt, azaz az egészértékiiségi kényszerek elhagydsa utdn
kapott feladatrél. Ekkor egy linearis programot kapunk, amely hatékonyabban megold-
hato, viszont a valtozék értékeit a végén még kerekiteni kell, hogy egészértékii megoldast
kapjunk. Ezzel a mddszerrel ismét egy 2-kozelité algoritmust kapunk. Ez persze egy-
altaldn nem biztos, hogy gyakorlatban is hasznos, hiszen ahogyan kordbban emlitettem,
egyszerii moh¢ algoritmussal is elérheté a 2-approximécié [8, 21]. Ugyanakkor, ahogyan
azt is mar kiemeltem, a legjobb ismert kozelitést mégis pont egy ehhez nagyon hasonld
modszer, a szemidefinit programozas adja [13].

3.2.3. QUBO

QUBO-val a feladat természetes médon felirhat6. Az élekre (csticsparokra) felirt val-
tozdk helyett, azonban csak a cstcsokra definidljuk a binaris valtozéinkat, és ezek kvad-
ratikus polinomjaikbdl allnak majd Gssze az élekre kikovetkeztetett valtozdk. Tehat az
Otlet, hogy minden csticsot jeloljink egy x, bindris valtozéoval, amelynek értéke mutatja,
hogy az u. cstics melyik csoportba tartozik. A célfiiggvényt tgy konstrudljuk, hogy egy él
sulyat csak akkor szamoljuk bele az 6sszegbe, ha az a két csoport kozt fut, és ezt az Gssze-
get szeretnénk maximalizalni. Lényegében ugyaniigy, mint a minimalis vagds QUBO-ként
felirt alakjaban, annyi kiilonbséggel, hogy ezuttal maximalizalni szeretnénk. So6t, a hely-
zetiink ezuttal még kénnyebb is, hiszen nincsenek elfajulé esetek, melyek esetén beallna
a maximum, tehat tovabbi korlatok felvételére, vagyis biinteté tagok hozzavételére sincs
sziikség.

max Z Wy (T — Tp)* (3.6)
’ weFE(G)
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Ugyanez a négyzetes részt kibontva a kovetkezOképpen alakul. Ne felejtsiik, hogy
mivel valtozéink binarisak, ezért barmely valtozd azonos sajit maga négyzetével (x €
B =z = 2?).

max Z Wy (T + Ty — 2@y 14) (3.7)
‘ weE(G)

3.3. Maximalis K-vagas

A maximalis K-vagés, vagy max-K-viagas problémadja arra keresi a valaszt, hogy mi-
ként tudjuk a graf csicsait K részre szétosztani, aszerint hogy azon élek Gsszstlya, melyek
a csoportok kozott mennek, maximalis legyen. Ez a probléma nyilvanvaléan egy dltalano-
sitdsa a sima maximalis vigasénak, hiszen a K = 2 specialis esetben pontosan egyenértékii
a két feladat. Ezdaltal az is vildgos, hogy mivel mar a K = 2 specidlis eset is NP-nehéz,
ezért az altalanos eset is legaldbb ennyire bonyolult. A probléma ismert még maés neve-
ken is, egy masik elterjedt megnevezés, a minimum K-particié, mely azt fejezi ki, hogy a
részeken belil futé élek Osszsilya legyen minimalis. Ez természetesen pontosan akkor fog
el6fordulni, amikor a particiék kozott 1év6 élek silya maximalis.

A feladat felirhaté egészértékii linedris programmal, mely bemutatasa utan két kii-
16nbo6z6 QUBO felirast mutatok be rd, melyek kiilonb6zé megkozelités mentén késziltek
el.

3.3.1. Linearis programozassal

Az otlet itt is hasonlit a sima maximélis vagaséhoz. Az élekre ezuttal is bevezetiink egy
binaris valtozot, mely azt jelzi, hogy az él két kiilonb6z6 csoport kozott fut. Vagyis yu, = 1,
akkor és csak akkor, ha uv él csoportok kozott fut. Ezen feliil viszont azonositanunk kell
minden egyes csucsot, hogy ¢ melyik csoportba fog keriilni. Ezeket szintén binarisan
kédoljuk nK db valtozéban, ahol x,; akkor és csak akkor 1, ha a v cstcs az ¢. halmazba
kertil.

A célfiiggvényben egyszeriien azon élekre kell 6sszeszamolnunk a stilyokat, melyek két
kiillonbo6zé csoport kozott futnak.

A korlatoknal az elséként felveend6 legfontosabb dolog, hogy barmely v pontosan egy
csoportba tartozhasson, ezt a (3.9) szumméval adhatjuk meg.

A tovabbi korlatok (3.10 - 3.12) pedig azt biztositjdk, hogy a valtozdk konzisztensek,
azaz Yy, valéban csak akkor legyen 1, amikor u és v kiilénb6z6 csoportba keriilnek.

m;mx Z W Yuw (3.8)

uwveFE

Z Ty = 1, velV, (3.9)

1€[K]
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Toi — Toi < Yuws w € B, i € [K], (3.10)

Tvi — Tui < Yuw, w € E, i€ [K], (3.11)
Tui + Toi + Yuo < 2, w € E, i € [K], (3.12)
zy; € {0,1}, veV,iclK]|, (3.13)
Yuv € {0, 1}, w € E (3.14)

Egy ehhez nagyon hasonlé (tobb korldtot igényl8) probléma felirdsa megtalalhat6 az
interneten, részletes indoklassal [18], a dolgozatban nem megyek bele ennél mélyebben.

3.3.2. QUBO-val (,,one-hot” kédoléssal)

A maximélis vigasndl a QUBO forma segitségével jelentésen le tudtuk csékkenteni a
valtozok szamat, hiszen nem kellett az élekre bevezetniink valtozdkat. Ezt a triikkot pro-
baljuk meg itt is. Vagyis a linearis programhoz hasonléan, a x,; viltozékat megtartjuk, az
a tény pedig, hogy egy uv él kett6 kiillonbozé csoport kozott fut, egyértelmiien kovetkezik,
ha x,; z,; = 1 valamely ¢ # j és u # v-re.

Ez alapjan meg is konstrualhatjuk és fel is irhatjuk a maximalizaland6 célunkat.
(Egyeldére megengedjiik tovabbi korldtok létezését is.) Vildgos, hogy minden, csoportok
kozott futd élet pontosan egyszer fogunk megszamolni, mivel minden cstics pontosan egy
csoportnak lehet az eleme.

max Z Z Wy (Toi Tuj) (3.15)

weE i, je[K]
]

> mi=1, veV (3.16)
1€[K]

A korlatokat viszont szeretnénk kiiktatni a felirasbdl, igy azokat valamilyen biintet6
tagként kell hozzaadni a célfiiggvényhez. Amit biintetni szeretnénk, azok azok az esetek,
amikor egy csucs két kiilonb6z6 csoportba is bekeriil. Amennyiben azt szeretnénk, hogy
K darab valtozobdl pontosan k darab legyen egyes, erre altaldnos technika, hogy biintetd
tagként a (Zie[K] z; — k)? kifejezést kell hozzavenniink a célfiiggvényhez, hiszen ennek
értéke akkor és csak akkor 0, ha az z; valtozdk koziil k darab l-es, és minden més 0.
Ellenkez6 esetben a kifejezés értéke valamilyen pozitiv szam lesz.

Ezt a médszert is alkalmazhatnank k = 1 helyettesitéssel, azonban most egy masik,
bar lényegét tekintve hasonldé megoldast mutatok. Hiszen azt is mondhatnank, hogy egy
v cstics pontosan akkor keriil bele két kiilonb6zd csoportba, ha x,; x,; szorzat értéke 1
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valamilyen i # j-re. Igy ezeket az eseteket biintetve a célfiiggvényiink kiegésziil még
a 3.17 taggal.

SN (P aviay (3.17)

veV i,j€[K]
i#j

Fontos megjegyezni, hogy a kordabban vazolt altaldnos modszerhez képest, elég a na-
gyobb esetet biintetni, vagyis amikor legalabb 2 valtoz6 értéke is 1-es. Hiszen az opti-
mumnal impliciten teljesiil, hogy az egy csticshoz tartozd binaris valtozdk koziil legalabb
az egyik 1 értéket vesz fel. Mivel ha lenne egy valtozdbehelyettesités, melynél egy csics
nem keriilne bele egyetlen csoportba sem, a beldle kimend élek nem keriilnének bele a
végasba. Igy azt barmelyik csoportba is tegyiik bele, a célfiiggvény értéke biztosan néni
fog.

Igy kapjuk a 3.18 kifejezés szerinti végsé QUBO alakot.

max DY wu@eiza) + Y D (—P)wyiwy (3.18)

weE i je[K] veV i je[K]
i#£] i#]

3.3.3. QUBO-val (binaris kédolassal)

Mas megoldast is megprébaltam keresni, amellyel a QUBO-t tovabb egyszertisithet-
jik, a valtozék szaméat csokkenthetjiik. Erre egy lehetséges iranyzat, hogy azt, hogy a
cstucs mely csoportba tartozik nem tgy kdédoljuk, hogy minden csoport-csics parhoz egy
bindris valtozét rendeliink, és a cstics csoportjat ,,one-hot” vagy unéris médon kédoljuk,
hanem kifinomultabb moédon, a csoport sorszamét bindrisan kédoljuk le. Ennek elonye
lehet, hogy igy nem sziikséges n - K darab bit, hanem elég volna n - log K, rdadésul a
problémas korlatot, amely azért sziikséges, hogy biztositsuk, hogy egy cstics pontosan egy
csoportba keriiljon, ez impliciten teljesitené. Motivaciét ad egy friss kutatas, ahol ezt a
modszert sikeresen alkalmaztiak kvantumgép esetében, bar ezt nativ moédon tették meg
[11]. A mi kérdésiink, hogy vajon ezt meg lehet-e csindlni eggyel magasabb absztrakcids
szinten, csupan QUBO felirdst haszndalva.

A tovabbiakban az egyszerli szemléltetés kedvéért feltessziik, hogy a készitendé cso-
portok szama valamilyen ketté hatvany, vagyis K = 2™, igy log K egész. Ezzel mindig
feltehetd, hogy minden bit szabadon lehet 0 vagy 1, mert nem lesznek ,tiltott” csoportok.
Késobb kitérek arra az esetre, ha ez nem igy volna.

A megoldéashoz elsésorban minden csticshoz definidlnunk kell az 6 csoportjat tartal-
mazé valtozdkat. Az wu csics csoportjat jelolje x,, illetve ennek bindris felirasat tekintve,
az T, 1. bitjét jelolje x;.

Amire sziikséglink van, az egy binaris fiiggvény, amely megmondja, hogy két csics kii-
16nb6z6 csoportba esik-e. Hasznaljuk erre a D, jelolést, melyet a (3.19) kifejezés szerint
definialhatunk. Ha D,, = 1, vagyis a két csics kiilonb6z6 csoportba esik, akkor ter-
mészetesen a koztiik 16v6 él stlya hozza kell adédjon a maximalizalandd célfiiggvényhez.
Ellenkez6 esetben viszont figyelmen kiviil kell hagyni ezt a stlyt (3.20 kifejezés).
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D, = isDifferent(z,,, ,) (3.19)

max { Z Dy wuv} (3.20)

wek

A D,, meghatdrozasa azonban problémdkat vet fel. A koriabban latott formuldk
szerint pontosan meghatarozhaté az egyes bitek kiillonbo6zGsége, hiszen csak a kiilonbsé-
glik négyzetét kell venni. A négyzetek, mint tagok Gsszeaddsa természetesen adja magat,
azonban ekkor egy olyan szamot kapunk, amely pontosan meghatarozza, hogy hany bitben
kiilonbozik a két szam, vagyis a Hamming-tavolsdgot. Ha a két binaris szam azonos, akkor
ez pont meg is felel nekiink, de ha barmely helyiértéken van kiillonbség, akkor szeretnénk
végeredményben 1-et kapni, és nem csak egy pozitiv szamot. (Ha csak egy tetszéleges
pozitiv szamot hasznalunk D,, = 1 helyett, akkor ezzel az él sulyat tobbszordsen bele-
szamolnank az eredménybe, amennyiben t6bb helyiértéken van eltérés.) Erre a mddszer
az lehet, hogy minden négyzetkiillonbséget binarisan negalunk, azaz kivonjuk az értékét
1-bdl, és az igy kapott kifejezéseket Osszeszorozzuk, igy ha barhol volt kiilénbség, a szor-
zat valamely tényezdje 0, ezért maga a szorzat is 0. Amennyiben sehol nincs kiilénbség,
a szorzat minden tagja 1, igy maga a szorzat is. Mivel a D, definiciéja szerint akkor 1,
ha a két kettes szamrendszerben felirt szam kiilonbozik, ezért a végén még egy negalést el
kell végezni (3.21. egyenlet).

Duv =1- (1 - (xul - xv1)2) ' (1 - (xu2 - xv2)2) ETTI (1 - (xulogK - xvlogK>2) (321)

Az igy kapott formula azonban nem kvadratikus, hanem jéval nagyobb, akar 2log K
is lehet a valtozdk Osszes kitevoje egy tagban. S&t, ha végiggondoljuk, majdnem minden
lehetséges valtozékombinacié megjelenik, ha elvégezziik a szorzdsokat. (Csak annyi a
szabaly, hogy ha x,; megjelenik, akkor az vagy a négyzeten szerepel, vagy meg van szorozva
Xyi-vel.)

Kell6 szamu valtozb bevezetésével, és azok behelyettesitésével természetesen a for-
mula kvadratikus alakra hozhatd, ahogyan azt mar kimondta az 1. allitds is, de ez ettdl
a konkrét esetben még nem koénnyi feladat. Bar mechanikusan elvégezhetd, de nem is-
mert j6 mddszer erre a feladatra, amely az Gjonnan bevezetett valtozokra és a keletkez6
kvadratikus tagokra minimalizélna. Igy a tovdbbiakban, bar az eredményében lényegében
az el6zével azonos, egy méasik szemléletet fogok alkalmazni, amely természetesebben adja,
hogy hol és mennyi valtozd bevezetése sziikséges.

Annak jelolésére, hogy az u és v csticsok kiilonbozé csoportokba keriilnek-e, hasznaljuk
tovabbra is a Dy, bindris valtozét. Két egyedi bit 6sszehasonlitdsara pedig a dy,,; valtozot
definialjuk, melynek jelentése, hogy az x,, és x, szamok i. bitje kiillonb6z06. d,,; igy a XOR
miiveletének eredménye x,; és x,;-re alkalmazva.

Mivel két szam pontosan akkor kiillonb6zo, ha legalabb egy helyiértékiikon eltérnek,
ezért a D,,-t érdemes Ugy eléallitani, hogy minden bit kiillonb6zoségét OR. kapcsolatba
allitjuk.
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Duw=\/ duwi (3.22)
i€log K]

dum‘ = ZLyi D Tyi (323)

Ha feltessziik, hogy a logikai kapuk altal definidlt relacidk megvaldsithatdk tovabbi
valtozok bevezetése nélkiil, akkor kiszamolhaté egy alsé becslés arra, hogy 6sszesen hany
valtozora van sziikségiink. A csoportok elkédoldsahoz kell nlog K db. Minden cstcspar
Osszehasonlitasdhoz kell log K 4 1 darab, hiszen minden bitparhoz kell egy, és végiil maga
a Dyy. Igy ez Gsszesen (5) (log K + 1) + nlog K valtozo.

Valamennyit spoérolhatunk, ha a graf ritka, és ezdltal csak azokat a cstcsparokat
hasonlitjuk, melyek kozott fut él. Ugyanis ha az élek szama m, akkor m (log K+1)+nlog K
valtozoé sziikségeltetik.

3.3.4. A két felirds osszehasonlitasa

A binaris elkédolas médszerével kapott valtozdszam elsé kozelitésre mindenképpen
rosszabb, mint a masik felirdsban kapott nK, hiszen n legalabb akkora, de tipikusan jéval
nagyobb, mint K, igy az (g) tényez6 (vagy az m) varhatéan 6nmagaban is nagyobb lesz,
mint nk.

A valésdgban rdaddsul sajnos még ennél is tobb segédvaltozd sziikségeltetik. Mint
ahogyan a 3.4.1.6. alszakaszban latni fogjuk a XOR kapu megvalésitasahoz egy tovabbi
segédvaltozdt igénybe kell venni, és log K darab bitre alkalmazott OR miivelet sem megy
egy lépésben, amely kideriil a 3.4.2.1. alszakaszban. Ez utébbindl példaul egymdés utan
lancolt, vagy binaris faban felépitett OR kapukkal érhetd el a kivant eredmény, amely
tovabbi log K — 1 valtozot igényel, bar ebben mar benne van maga a Dy, is. Ez igy min-
den cstcsparnal (3log K — 1) valtozét jelent, vagyis dsszesen ((5) (3log K — 1) + nlog K)
valtozéra van sziikség.

Térjink at a 2. definicié szerinti valtozok grafjara, és vizsgaljuk a tovabbiakban azt.
Itt a maximum fokszam szempontjabdl is érdemes lehet elemezni az eredményt, azaz egy
valtozo legfeljebb hany masik valtozéval van kapcsolatban. A segédvaltozok fokszama
tobbnyire kicsi, hiszen csak néhany masikkal allnak kapcsolatban, viszont a csoportot
elkddold valtozokra ez méar nem igaz, hiszen egy x,; valtozd kapcsolatban lesz a dyy; €s Ty;
véltozékkal, minden v # u-ra. Igy ezen véltozok fokszdma az eredeti graf cstcsszdmanak
kozel kétszeresével egyenld. So6t, valéjaban ennél még rosszabb a helyzet, mert ahogyan
kordbban emlitettem, a XOR, kapu implementalasandl bejon még egy segédvaltozd, amely
miatt a csicsszadm majdnem haromszorosa lesz a maximum fokszam.

Az eredeti, 3.3.2. szakaszban latott felirdsnal, legrosszabb esetben, ha teljes a grafunk,
akkor minden valtozé minden masik valtozoval kapcsolatba keriil, igy ott a valtozdk grafja,
egy nK csucsu teljes graf, tehat a maximum fokszam nK — 1. Ez bar rosszabb, mint
a 3.3.3. szakaszban bindris felirassal adott megoldds, ugyanakkor elébbinél egy nagy teljes
grafrol beszélhetiink, amig utébbinal, csupan n méretl teljes részgrafok jelennek meg,
hiszen minden x,; kapcsolatban van minden xz,;-vel. Ezekbdl az egymastdl fiiggetlen
klikkekbdl log K darab van, hiszen minden helyiértékre 1 darab ilyen klikk talalhat6. Ezek
a klikkek viszont a segédvaltozdk segitségével tobb faszeri struktiran keresztiil kézvetetten

20



kapcsolédnak egymaéshoz, hiszen a D,, valtozdk Osszekapcsoljak az u illetve v csicsok
valtozoinak kiilonbségbitjeit.

Ahogyan a 2.5. alfejezetben leirtakbdl is kovetkezik, egy teljes graf bedgyazasahoz
nagyon sok qubitre van sziikségiink, igy az a szerencsés, ha a graf klikkszdama minél kisebb.
Bar a klikkszam illetve a maximélis fokszam az 1j felirdsunkban valéban kisebb, a rengeteg
djonnan bejové valtozd, és bonyolult struktira miatt nem sejthetd, hogy ezzel valéban
egyszeribb lett a probléma gyakorlati szempontbdl, kiillonésképpen, hogy a klikkszamnal
a kiilonbség csak nagy K értékekre lenne megfigyelhetd.

A két feliras kiilonbségeit a valtozok grafjan a 3.1. tablazat foglalja 6ssze. A tablazat
csak nagysagrendi adatokat tartalmaz, pontosabban konstans tagok feltiintetésével nem
foglalkoztam, de a konstans szorzokat feltiintettem.

one-hot encoded binary encoded

Csticsok szama nK (3) (logK +1) + nlog K
Max-fokszam nkK 3n
Max-klikk nK n

3.1. tablazat. Maximalis K-vagas QUBO alakjainak 6sszehasonlitasa

3.4. Logikai kapuk megvaldsitasa

A 3.3.3. szakaszban részproblémaként keriilt el6, hogy bizonyos logikai kifejezéseket
szeretnénk megvalésitani QUBO segitségével. Ez viszont egy joval altalanosabb kérdéskor-
re vezet, mint ahogyan a konkrét példaban alkalmaztuk, igy a probléma motivacidjat nem
csak ez a feladat adja. Nagyon egyszerii példa, hogy ha fel tudunk irni tetsz6leges logikai
kifejezést QUBO segitségével, akkor az valaszt adhat példaul a kielégithetGség kérdésére,
amely egy kozismert NP-teljes probléma [24].

Valéjaban logikai kapu alatt jelen esetben csupdn azt értjiik, hogy valtozék kozotti
valamilyen reldcié mindig teljesiiljon. Tehat példaul ha az AND kapu bemenete x és vy,
kimenete pedig z, akkor elvarhatd, hogy az x A y = z logikai kifejezés mindig teljesiiljon.
Igy 4ltalanos elv, hogy a logikai kapuk megvaldsitdsanal igazabol arra téreksziink, hogy
a valtozok helyes konfiguraciéi mellett egy adott értékii — praktikusan 0-t adé — kifejezést
konstrualjunk, amig minden més, nem megengedett valtozobehelyettesités mellett a kife-
jezés értéke ennél nagyobb (maximalizalas esetén kisebb) legyen. Ekkor biztosak lehetiink,
hogy a minimumbhely ott van, ahol a logikai kifejezést kielégité megfelel¢ valtozébehelyet-
tesitést kapunk. A konstrudlt kifejezést természetes megszorozhatjuk egy kelléen nagyra
valasztott konstanssal, igy biztosak lehetiink, hogy a biintetés értéke érvénytelen valtozo-
konfiguracio esetén elég nagy lesz.

Kicsit formélisabban, adott C'(x) : x € B™ logikai kifejezéshez keresiink olyan kvadra-
tikus f(x) fuggvényt, hogy a fiiggvény pontosan azokon a helyeken vegye fel a minimumat,
ahol C igazra értékelédik ki. Ezt adja meg formadlisan a (3.24) kifejezés.

O(x) & (f(x) = min {{(x)}) : f(x) = x" Ax (3.24)

Mivel konstans hozzdadasaval az f minimumértéke eltolhaté, ezért kényelmi okokbol
fixalhatjuk a minimumot nulldban, igy a (3.25) kifejezést kapjuk. Vildgos tehat, hogy
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a (3.25) szerinti f fiiggvény a konstans elhagydsa utdn megfelel a (3.24) szerintinek, de
amennyiben az els6 esetben talaltunk egy megfelel6 f fliggvényt, abbdl alkalmas konstans
hozzdadéasaval kaphaté egy, a (3.25) kifejezést kielégité f fiiggvény is.

C(x) & (f(x) =0): f(x) = x" Ax + const. >0 (3.25)

A tovabbiakban a kdnnyebb hivatkozas kedvéért hasznéljuk a 4. definiciét, mely nevet
ad ezen f fiiggvényeknek.

Definicié 4 (Logikai kifejezés segédvaltozémentes kvadratikus fiiggvénye). Azt
mondjuk, hogy egy C(x) logikai formula segédvdltozomentes kvadratikus figguénye az f(x)
fiiggvény, ha teljesiti a (3.25) kifejezést, vagyis az f a logikai formula bindris valtoz6in
értelmezett, nem-negativ kvadratikus fiiggvény, mely értéke akkor és csak akkor zérus, ha
C(x) igaz. .

Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy barmely logikai fiiggvény kvadratikus fliiggvényének
helyességérol konnyen meggyézodhetiink, ha elkészitjiikk annak igazsagtablajat, minden
lehetséges konfiguraciora kiszamitjuk a kifejezés értékét, és ellendrizziik, hogy csak az igaz
allitasok mellett szerepel 0, minden mas esetben pedig egy pozitiv szam lesz a kifejezés
értéke a behelyettesités utan.

Nyilvanval6an, ha énmaganak ellentmond6é kombinaciés hélézatot képziink le igy,
akkor nem lehet majd minden biintetésként megfogalmazott korlatot teljesiteni, és az op-
timum sem lesz ennek megfelel6. Tehat a formula ilyen médon lehet alkalmas a méar
emlitett kielégithetdség eldontésére is.

Végiil még egyszer szeretném hangsilyozni, hogy mivel valtozok bizonyos konfigura-
cioit szeretnénk csak megengedni, ezért a logikai kapukra is jobb igy tekinteni, és nem
mint olyan (dramkori/logikai) elemek vagy fiiggvények, melyeknek adott bemenete(i) és
arra adott kimenete(i) van. Ezért fontos a (3.24) kifejezésben is az ,,oda-vissza” irdny.

Erdemes megfigyelni, hogy bar nem minden logikai kifejezésnek van segédvaltozé-
mentes kvadratikus fliggvénye, mégis tetszéleges logikai kifejezéshez lehet neki megfelel$
QUBO alakot felirni. Ezt mondja ki formélisan az alabbi, a 4. definiciénél altaldnosabb
definicié, mely megengedi tovabbi segédvaltozok hozzatételét is a kvadratikus figgvényhez,
és az azt koveto 2. allitas.

Definicié 5 (Logikai kifejezés altalanositott kvadratikus fiiggvénye). Azt mond-
juk, hogy egy C(x) logikai formula dltaldnositott kvadratikus fiigguénye az f(x,y) fiiggvény,
ha az f egy binaris valtozokon értelmezett, nem-negativ kvadratikus fiiggvény, mely értéke
akkor és csak akkor lehet zérus, ha C(x) igaz. (Ahol x az eredeti valtozdink vektora, y
pedig a segédvaltozdké.) .

Itt kiilon felhivnam a figyelmet az 5. definiciéban szerepld lehet szécskara. Ez a
definicié ugyanis nem kéri, hogy az f minden esetben 0 értéket vegyen fel, ha az x kielégiti
a C kifejezést, hanem csupan annyit, hogy létezzen olyan y segédvaltozdé-behelyettesités,
amely esetén f(x,y) = 0, amennyiben C(x) igaz. Es persze tovabbra is érvényes, hogy f
értéke mindig egy nullanal nagyobb pozitiv szam legyen, ha x egy érvénytelen konfiguracid
(vagyis C'(x) hamis).

Gondoljuk végig, hogy amennyiben ezt nem igy definidlnank, akkor nem is lenne
sok haszna a segédvaltozéknak, hiszen azok tetszdleges értéke sem valtoztathatnd meg a
fliggvény nullhelyeit, és elég volna csupan a 4. definiciét haszndlnunk.
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Allitas 2. Tetszéleges logikai kifejezésnek létezik 4ltaldnositott kvadratikus fiiggvénye

Bar gyakorlatban nem a legjobb médszer, de elméletileg minden logikai kifejezés at-
alakithaté gy, hogy csak tagadas és AND miveletet hasznaljunk fel, hiszen ezek funkci-
ondlisan teljesek. Ezutan ez atirhaté PUBO alakra az - X-et (1 — X)-re, az X AY-t XY
szorzatra cserélve. (Itt X és Y logikai részkifejezéseket jelol.) Utolsé 1épésként a kapott
PUBO-t az 1. éllitas szerint kvadratizalhatjuk, igy kapjuk a QUBO-t, vagyis a logikai
kifejezés altalanositott kvadratikus fiiggvényét. .

Ez viszont nem feltétlen jelenti azt, hogy barmely tetszéleges logikai kifejezésnek
valoban létezik is 4. definicié szerinti segédvaltozomentes kvadratikus fiiggvénye, hiszen
az elébb vazolt folyamatban jelenhetnek meg 0j segédvaltozdk. So6t, ahogyan példaul
az 1. tételben latjuk, nem biztos, hogy egy logikai kifejezésnek egyaltalan 1étezik segéd-
valtozémentes kvadratikus fiiggvénye.

3.4.1. Elemi kapuk

Ezek ismeretében, a kivetkezd részben szeretném attekinteni a leggyakrabban el6for-
dul6 logikai kifejezéseket (logikai kapukat), és hogy azok miként valésithaték meg QUBO-
val, azaz miként irhaté fel kvadratikus fliggvényiik.

3.4.1.1. Azonossag (z =)

Az els6 ilyen , kapu” a legtrividlisabb mind koziil, az egyenléség vagy azonossag.
(Nem mint eldontendd logikai kifejezés, hanem mint értékadés.) A fizikai interpretacidja
igazabdl nem is egy kapu, hanem a vezeték vagy a buffer volna.

Allitas 3. Az z = y (segédvéltozémentes) kvadratikus fiiggvénye az f(z,y) = (z — y)? =

—2xy+x+y.

Azt mar lattuk korabban, hogy két bindaris valtozordl hogyan lehet eldénteni, hogy
0k kiilonbo6zoek-e, ehhez csak a kiillonbségiik négyzetosszege kell. Természetesen itt is elég
ennyi, ekkor a megfelel§ biintet6tagot ezzel a kifejezéssel szorozhatjuk. Tehat amennyiben
azt szeretnénk elérni, hogy x és y valtozoink azonos értékkel birjanak, a kovetkezo6 kifejezést
kell hasznalnunk a célfiiggvényben. Ne felejtsiik, hogy mivel viltozéink binarisak, ezért
barmely véltozé azonos sajat maga négyzetével (x € B = r = 2?). .

Ellen6rzésként megadhatjuk az igazsagtablazatot is, ahol f(z,y) értékét ellenérizhet-
jik, hogy valdban csak az érvényes esetekben kapunk nulldt, egyébként pedig valamilyen
pozitiv szamot.

x y  flz,y)
0 0 0
0 1 1
1 0 1
11 0

)

3.2. tablazat. ,,Azonos kapu’

(r—y)?=—-2ey+x+y (3.26)
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3.4.1.2. NOT kapu (z = —y)

A kovetkez6 hasonldéan egyszeril eset a nem-egyenléség esete. Ha azt szeretnénk leirni,
hogy az x binaris valtozé nem egyenlé az y értékével, ez konnyen megkaphatd az el6z6
esetbdl, hiszen akkor 1 értéket kaptunk a rossz, és 0-t a jé esetekben, igy csak ezt kell
logikailag negalnunk. Vagyis a konstans 1-bdl kivonni az igy kapott kifejezésiinket.

Allitas 4. Az z # y (segédvaltozémentes) kvadratikus fiiggvénye a f(z,y) = 1—(z—y)? =
1422y —x—y.

Az azonossdgnal kapott fliiggvényt kell negalni, és hozzdadni egyet. Tablazattal itt is

meggy6zédhetiink a kapott fiiggvény helyességérol. .
x y flz,y)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

3.3. tablazat. NOT kapu

3.4.1.3. AND kapu (z Ay =z)

Mivel két valtozéra felirhato Gsszefliggéseket az el6z6 két esettel lényegében kimeritet-
tiik, hiszen két binaris valtoz6 vagy azonos, vagy kiillonb6zo6 értéket vesz fel, ezért nézziink
meg néhanyat a klasszikus értelemben vett logikai kapuk koziil, melyeknél dltaldban, (de
minden esetben legaldbb) 3 valtoz6 szerepel.

Els6 ilyen kifejezésiink az AND kaput fogja leirni, vagyis a z = x A y kifejezést.

Allitas 5. Az 2 Ay = z (segédvéltozémentes) kvadratikus fiiggvénye a f(z,y) = zy —
2(x +y)z + 3z.

Ellenérizhetd, hogy amennyiben az x és y valtozdk koziil legfeljebb egy értéke 1,
addig a kifejezés 3z, illet z értékével lesz egyenls. A kifejezés értéke igy természetesen
akkor lesz minimalis, ha z = 0. Amennyiben viszont x = y = 1, akkor a kifejezés x és y
behelyettesitése utan 1 — z lesz, mely a minimumhelyét z = 1 esetben veszi fel. .

Szintén ellendrizhetjiik a kapott kifejezést igazsagtabla felirdsaval.

0 0 O 0
0 0 1 3
0O 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

3.4. tablazat. AND kapu

Erdemes megfigyelni azt a kordbban kiemelt tényt, hogy mennyire lényeges, hogy
az érvényes konfiguracioknal mind azonos legyen az optimum értéke. Gondolhatnank,
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hogy az xy szorzat felesleges a kifejezésben, hiszen lefixalt x illetve y értékeknél is igaz a
fenti allitds. Azonban ekkor a minimumhely x = y = 2z = 1 esetében lenne a legkisebb,
tehat a logikai kapu jobban preferdlné, ha a bemenetein is 1-esek jelennének meg, amely
visszahatna az x és y valtozok értékeire. Ertelemszeriien ezt nem szeretnénk, hiszen ez
olyan, mintha egy ,,bias” lenne beiktatva a logikai kapuba.

3.4.1.4. OR kapu (z Vy = 2)

Az AND kapu mellett a masik alapvetd logikai kapu az OR kapu. Ez persze a De
Morgan azonossag szerint felirhaté csupan az AND és a NOT kapu hasznalataval, azonban
ez plusz valtozokat hozna be. Az OR kaput direkt moédon is fel tudjuk irni a kévetkezd
allitas szerint.

Allitas 6. Az zV y = z (segédvéltozémentes) kvadratikus fiiggvénye a

(x+y)+2z—2(x+y)z+ay=

. (3.27)
r+y+z—2xz—2yz+2xy

Az Allitds igazsagardl ismét legkonnyebben gyézédhetiink meg az igazsidgtdabla

(3.5. tablazat) felirdsaval. .
0 0 O 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 O 1
1 0 1 0
1 1 0 3
1 1 1 0

3.5. tablazat. OR kapu

3.4.1.5. NOR kapu (zVy = —z)

A NOR kaput megkaphatjuk az OR kapu kimeneti viltozdjanak negalasaval, azonban
ez plusz egy valtozét kellene jelentsen. Ehelyett direkt moédon prébéaljuk meg felirni a
kifejezést. Hasznalhatndnk a NOT kapundl latott logikai negaldst, azonban amig ott a
kifejezés értékkészlete is binaris volt, ezuttal a kifejezés akar a 3-at is felveheti értékként.
Ennek ellenére a NOR kapu kifejezése majdnem valéban az OR logikai negaltja lesz,
csupan az xy szorzat egyilitthatdja valtozatlan marad.

Allitas 7. Az 2V y = -z (segédvaltozémentes) kvadratikus fiiggvénye a

l—(z4+y)—z+2@@+y)z+ay =

(3.28)
l—2x—y— 24222+ 2yz+ zy.

A helyességrol ismét meggy6zodhetiink az igazsagtablazat hasznalataval. .

25



"
N

fz,y,2)

=== O O OO
——_ 0 O MFMH OO |«
— OO F~=OFO
WO OFOOH

3.6. tablazat. NOR kapu

3.4.1.6. XOR kapu (z®y = 2)

Ahogyan kordabban ez el6térbe keriilt a , két szam bindris felirdsa kiilonb6z6-e” kérdés-
kor kapesan a 3.3.3. szakaszban, nagyon hasznos lenne egy KIZARO VAGY avagy XOR
kapu is. Koézismert, hogy csupan az AND és a NOT segitségével is felirhaté barmely
Boole-fiiggvény, igy ezek tetszdleges kombindlasaval természetesen a XOR is. Ha megpro-
baljuk direkt médon, csupan 3 valtozé segitségével felirni, probléméba litkéziink, mivel ez
nem lehetséges. Ezt a tényt mondja ki az alabbi tétel, melyet bizonyitok, és a bizonyitas
modszer egyben megad egy altalanos modszert is hasonlé problémék felirasara.

Tétel 1. Az xDy = z kifejezésnek nem létezik segédvaltozémentes kvadratikus fiiggvénye.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy lehet megfelel kifejezést alkotni. Legyen ez a ki-
fejezés f(x,y,2) = Agx + Ayy + Az + Agyry + Ap.zz + Ayzyz + C. Tudjuk, hogy az
érvényes valtozokonfiguraciok behelyettesitésére 0-t, érvénytelen esetben pedig egy 0-nal
nagyobb pozitiv szdmot kell kapjunk. (Tekinthetnénk 0 helyett egy madsik fix szdmot,
de a C taghoz hozzdadva az eltolast ezt korrigdlhatjuk, illetve ha minimalizalas helyett
maximalizalni szeretnénk, akkor elég a kifejezést —1-gyel beszorozni.)

Minden valtozékonfiguracié behelyettesitésével igy kapunk egy egyenletet vagy egyen-
16tlenséget, melyet az egyiitthatoknak és a konstans tagnak teljesitenie kell. Az igazsag-
tablazat 8 sorabdl keletkez6 egyenleteket és egyenlotlenségeket az alabbi tablazat foglalja
0ssze.

N

f(z,y,2z) egyenlet/egyenlStlenség

Xy

0 0 O 0 C=0

0 0 1 >0 A.+C >0

0 1 0 >0 Ay +C >0

0 1 1 0 Ay+A,+ Ay +C =0
1 0 0 >0 A +C >0

1 0 1 0 Az + A+ A +C =0
1 1 0 0 A+ Ay + Ay +C =0
1 1 1

>0 A+ Ay + A+ Ay + Az + Ay +C >0

3.7. tablazat. XOR kapu 3 valtozdval

Az elsé egyenletbél latjuk, hogy C = 0, igy a tovdbbiakban ezt mindenhova behelyet-
tesithetjiikk. A 4. 6. és 7. sorokbdl tudhatjuk, hogy A,. = —A, —A., A, = —A, — A, és
Apy = —A; — Ay. Ezeket behelyettesitve a 8. sorba, az azonos tagok 6sszevonasa utén azt
kapjuk, hogy —A; — A, — A, > 0. Azonban a 2. 3. és 5. sorokbdl azt tudjuk, hogy A;, A4,
és A, pozitiv szdmok. Tehat ellentettjeik Osszege csakis negativ lehet, nem pedig pozitiv.
Ez ellentmondas, tehat nem létezhet ilyen kifejezés sem, mellyel a bizonyitas teljes. .
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A 2. allitasbol is kévetkezik, hogy segédvaltozdk hasznalataval azonban megoldhato a
probléma. Ez példaul megtehetd az aldbbi médon. Elég egyetlen segédvaltozot bevezetni,
rdadésul ennek a valtozénak mellékesen szemantikusan is adhatunk értelmet, igy mond-
hatjuk a t segédvaltozé jelentése legyen z Ay. Ekkor a kifejezésiinket megkonstrualhatjuk,
hogy méar a kordbban latott médon megkotjik, hogy ¢t = x Ay, az xy — 2(x + y)z + 3z
kifejezéssel, majd ezt a kifejezést aztan egy megfeleléen nagy szammal beszorozzuk, hogy
amikor a tovabbi egyiitthatékat hatarozzuk meg, biztosan igaz maradjon ez az Gsszefiig-
gés. —2xy — 2(x + y)t + (x + y) + t + 4zt kifejezés minden esetben 0-t ad a megfelel$
konfiguraciokra, és egy pozitiv szamot a helytelenekre, amennyiben csak azokat az ese-
teket nézziik, ahol t = z A y teljesii. Amennyiben a feltétel nem adott, akdr —3-at is
kaphatunk eredményiil. Ezért tehat a t = z A y-t kikényszerito feltételt legaldbb 4-gyel
meg kell szorozzuk, ezaltal a biintetd tag értéke minden esetben nagyobb lesz 0-nél, ha a
konfiguraci6 helytelen. Tehét a végleges kifejezést a (3.29) irja le.

Minderro6l persze egy igazsagtablazat felrajzolasaval gy6zodhetiink meg legkbnnyeb-
ben (3.8. tablazat).

Azy —2(x +y)z +32) + (2zy — 2(x + y)t + (x +y) + t + 4z2t) =
=dry — 82(x +y) + 122 — 22y — 2(x + y)t + (x + y) + t + 42t = (3.29)
=(x+y) +t+122+ 22y — 2(x + y)t + 42t — 8z(z + )

x y z t f(z,yz2t)
0O 0 0 O 0
0O 0 0 1 12
0O 0 1 0 1
0O 0 1 1 17
0O 1 0 O 1
0O 1 0 1 5
0O 1 1 O 0
0O 1 1 1 8
1 0 0 O 1
1 0 0 1 5
1 0 1 0 0
1 0 1 1 8
1 1 0 0 4
1 1 0 1 0
1 1 1 O 1
1 1 1 1 1

3.8. tablazat. XOR kapu

Ezéltal minden alapvetd logikai kaput le tudunk irni QUBO alakkal, és a XOR kapu
3 valtozéval torténd felirdsdnak bizonyitasandl egy altalanos modszert is kaptunk tovabbi,
Osszetettebb kapuk implementalasara, amellett, hogy természetesen az alapszintli kapuk-
bdl is megkonstrualhatunk tetszoleges kombinacids héldzatot.

3.4.2. Osszetett kapuk

Osszetett logikai kapuk kéziil most csak a tébb-bementii OR kaput fogom vizsgalni.
Valésziniileg a legtobb hasonlé kapura, mint példaul a sokbemenetli AND kapura is, az
alabbiak analég médon atvihetok.
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3.4.2.1. Sokbemenetii OR kapu (zVyVz=t)

A 3.3.3. szakaszban részproblémaként keriilt el6 sokbemeneti OR kapu eléallitasa.
Ekkor arra hivatkoztam, hogy ez csak tobb OR kapu kaszkadositasaval érhetd el. Az
alabb kozlok egy, az el6bb latotthoz hasonld bizonyitast, mely szerint nem létezhet QUBO
alakban felirt 3 bemenetli OR kapu, segédvaltoz6 hasznalata nélkiil.

Tétel 2. Az x VyV z =t kifejezésnek nem létezik segédviltozémentes kvadratikus fligg-
vénye.

Ismét tegyiik fel indirekten, hogy létezik ilyen kifejezés, vagyis léteznek olyan egyiitt-
hatok, melyre a Az + A, y+Ayy+ A2+ Apyry+Apxz+ Agat+ Ay yz+ Ayt + Azt +C
kifejezés a t = xVyV z logikai kapcsolat fennallasa esetén 0-t, ellenkez6 esetben valamilyen
pozitiv szamot ad behelyettesités utan.

Mivel 0 = 0V 0V 0 igaz, ezért C = 0, igy a tovibbiakban ezt a konstans tagot
elhagyom.

Erdemes ismét dsszegytijteni az egyenleteinket és egyenlétlenségeinket.

x y z t f(r,y,2,t) egyenlet/egyenltlenség

0o 0 0 O 0 (C=0)

0 0 0 1 >0 A >0

0 0 1 0 >0 A, >0

o o0 1 1 0 A +A+A: =0

0 1 0 O >0 Ay >0

0o 1 0 1 0 Ay + A+ Ay =0

0 1 1 0 >0 Ay +A.+A,:>0

O 1 1 1 0 Ay+Az+At+Ayz+Ayt+Azt:O
1 0 0 O >0 A: >0

1 0 0 1 0 A+ A+ At =0

1 0 1 0 >0 Az + A, + Az >0

1 0 1 1 0 As + A+ A+ A + Ass + A =0
1 1 0 O >0 Az + Ay + Azy >0

1 1 1 0 >0 A+ Ay + A+ Ay + Az + Ay >0
1 1 1 1 0 Az + Ay + A, + A+ Aoy + Ape + Aye + At + Ayy + At =0

3.9. tablazat. 3 bemenetii OR kapu segédvaltozd nélkiil

A 3.9. tablazatban a 4. és 6. sorban 1év6 egyenleteket kivonva a 8.-bdl kévetkezik az
Ay, = A; azonossdg. Hasonléan, szimmetria okok miatt is, a 4. 10. 12. egyenletekbdl
kovetkezik A,, = A; illetve 6. 10. 14. egyenletekbdl kovetkezik A,, = A;.

Ezeket behelyettesitve a 16. egyenletbe A, +A,+A. +4A;+ A+ Ay +Az = 0 adédik.
Melybdl kivonva a 4. 6. és 10. egyenleteket, A; = 0 kdvetkezik. Ez persze ellentmondéasba
keriil a 2. egyenlGtlenséggel, tehat az indirekt feltevésiink hibds, vagyis valéban nem lehet
segédvaltozd nélkiil 3 bemenetli OR kaput definidlni QUBO segitségével. .

Azt latjuk tehat, hogy 3 bit OR kapcsolatba allitdsahoz sziikség van legaldbb 2 se-
gédvaltozéra, melybdl egyik az eredmény. Ez el is érhet6é példaul tgy, hogy az els6 két
bitre kiszamitjuk az OR értékét, majd az igy kapott segédvaltozéra és a 3. bitre djra
alkalmazzuk az OR operatort, igy megkapjuk az eredményt. Ez a stratégia természetesen
folytathato k darab valtozora is, igy k bemenetli OR mindig felirhaté k& — 1 segédvalto-
z6val, melybe beleértendd az eredmény bit is. Ebbdl persze nem kovetkezik trividlisan,
hogy ez az optimalis, azaz k darab bit OR kapcsolatba allitasahoz mindig legalabb tovab-
bi k — 1 segédvaltozora van sziikség, de hirtelen gy tlinik, hogy ennél jobbat nem lehet
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csinalni. Tettem kisérletet ennek bizonyitasara is, de sajnos a segédvéltozékat rendkiviil
korilményessé valt kezelni, igy ez egyelore csak sejtés maradt.
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4. fejezet

Gyakorlati eredmények

Ebben a fejezetben alkalmazom a korabbiakban megismert és levezetett elméleti mod-
szereket, megvizsgalom milyen futdsidot érnek el kiilonb6zé megoldéprogramok hasznéala-
taval.

Az implementacidékat a Google altal tizemeltetett Colaboratory segitségével készitet-
tem Python nyelven. A valasztds tobbek kozott azért esett erre a rendszerre, mert a
D-Wave Systems altal, Python nyelven publikalt konyvtarat szerettem volna felhasznal-
ni, és ez igy nem csak minimalis konfiguraciéval megoldhatd, de az eredmények kénnyen
rekonstrualhaték a konténer technoldgia miatt, és nem befolyasoljak 6ket a lokalis, sajat
gépen eszkodzolt modositasok.

A teszteléshez generdlt grafok elGallitasahoz és reprezentalasdhoz a NetworkX konyv-
tarat hasznaltam fel [20].

4.1. QUBO-k megoldasa

A QUBO-k optimalizalasra tobb kiilonb6z6 mddszert alkalmazok. A legtébb megoldd
a D-Wave &ltal publikalt konyvtarban taldlhatd, de felhasznalok télitk fiiggetlen szoftvert
is, ezzel erdsitve a mezdnyt.

4.1.1. D-Wave

A D-Wave Ocean nevil programcsomagja tobb lehetéséget kinal QUBO formak megol-
dasara. Van egzakt megoldéja, ez azonban nagyon kicsi bemenetekre is hasznalhatatlan a
gyakorlatban, hiszen miikodési elvét tekintve, minden lehet6séget kiprobal. Ezen kiviil van
lehet6ség kvantum szamitas szimuldlasara, vagy egy valés kvantumgépnek is elkiildhetjiik
a problémat a megfelel6 API hasznélataval [6].

Lényeges észrevétel, hogy a D-Wave megolddja — a 2.5. alfejezetben leirtak szerint,
az energiaminimumra torekvés elve alapjan — csak minimalizalni tud, ezért a kordabban
bemutatott QUBO-kat is ilyen alakra kell hozni. Ez szerencsére kénnyen megy, mert ha
eredetileg maximalizalni szerettiink volna, egyszeriien minden tagot —1-gyel kell megszo-
roznunk, és az igy kapott fiiggvényt minimalizdlni.

A helyes konfiguraci6é utan van lehetéségiink a korabban bemutatott QUBO modellek
tényleges probajara.
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A D-Wave rendszer esetén a QUBO megadasara a Python collections kényvtaranak
defaultdict osztalyat hasznalom, ahol kulcsként adom meg a valtozépart, amely szor-
zatként megjelenik a célfiiggvényben, értékként pedig a szorzatukhoz tartozé egyiitthatot.
Mivel els6dlegesen a D-Wave-et haszndlom, mint megoldoészoftvert, igy a példakoédokban
is igy konstrudlom meg a QUBO-t, azaz egy Q defaultdict osztalyt hasznalok.

A szimulalt kvantumgépen valé megoldas mellett két f6 irdnya van a D-Wave sza-
mitégépek hasznalatdnak. Ebbdl az egyik a direkt mdédon bedgyaziasa a probléméanak
kvantumszamitégépre, a masik pedig egy hibrid megold6t haszndl, mely klasszikus opti-
malizacidékat is végez.

A direkt QPU (Quantum processing unit) hasznélatdval sajnos probléméba {itkoz-
tlink, ugyanis ahogy noétt a probléma mérete, nem til nagy, vagyis par szaz csicsot tar-
talmaz6 grafokra is tul hosszi volt a bedgyazas, és idonként tul sokat kellett kvantum
erOforrasra is varni. Sajnos nem is teljesen sikeriilt kideriteni, hogy ennek miért van kéze
a probléma méretéhez, de nagyobb bemenetek esetén jellemz6bb volt ez a viselkedés. Azért
is érdekes, mert a probléma megoldasa a QPU-n hamar elkésziil (amennyiben eljut odaig),
amely kideriil a jelentésekbdl. Az er6forrasra varakozas azért tiinik valésziniinek, mert
a kliens, ahonnan a hivast végzem t6bbszor egy get_solvers nevil fliggvény belsejében
varakozik. Ugyanakkor viszont nem ez tiinik az egyetlen oknak, hiszen kisebb problémék
megoldasanal nem jelentkezik ez a probléma, igy azt is sejtjiik, hogy a probléma beagya-
zasa nem torténik meg hatékonyan. Tovabbi elméleti nehézség a direkt bedgyazassal, hogy
a fizikai qubitek szama rendkiviil korlatos. Az egyszerti maximalis vagasnal néhany szaz
cstcs, igy logikai qubit leképezése még nem reménytelen, de a maximalis K-vagésnal, mivel
a valtozék szama rendkiviili médon kezd novekedni és sok klikk is kialakul kézben, ez mar
nem bizonyult hasznalhaté megoldésnak. Kimondottan a dokumentacidéban is megtalalha-
té egy rész, amely dvatossagra int, ha sok valtozot szeretnénk hasznalni, ahol példaként egy
100 cstics grafot hoz, amely ezek szerint a kvantum vilagban mar sok valtozonak szamit.
(Persze ennek ellenére szomortan szembesiiltiink azzal, hogy a D-Wave API semmilyen hi-
balizenet vagy figyelmeztetés formajaban nem adja ezt tudtunkra, hanem probléma nélkiil
lefut, majd gyakorlatilag egy véletlen vagast ad vissza eredményiil. Hasonléan, mint nagy
bemenetek esetén a hibrid megolddk, ahogy az kideriil a 4.5. alfejezet és a 4.6. alfejezetben
is.)

Igy a D-Wave-nél alapvetéen maradt a hibrid megoldé hasznélata. Ebbél kétfélét
tekintek, egyik egy beépitett Hybrid megoldd, mely kevés modot ad paraméterezhetoségre,
illetve lehet6ség van HybridWorkflowt definidlni, ahol renget bedllitas segitségével tudjuk
finomhangolni az algoritmusunkat.

A QUBO-kat, és dltalanossagban a kvadratikus programozasi feladatokat persze mas,
klasszikus megoldéprogramokkal is megoldathatjuk. A D-Wave maga is publikal egy gb-
solv nevii csomagot, melyen kvantum eréforrasok hasznalata nélkiil is lehetdség van a
QUBO megoldasara. A dokumentécio szerint ez képes megtaldlni nagy QUBO problémak
optimumat, a probléma részproblémékka bontédsaval, mikdzben egy klasszikus megoldot
haszndl, amely a tabu algoritmust futtatja [5].

4.1.2. Gurobi

Egy kereskedelmi forgalomban 1évo, egyik piacvezetd linedris programozas megoldo
szoftver a Gurobi, melynek bar nem {6 irdnya a kvadratikus programok megoldésa, ezeket
is tAmogatja [16].
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Sajnos az eredmények els6 koérben nem voltak biztatdak, viszonylag kevés valtozd-
szamnal is reménytelennek tlint egy altalanos QUBO megoldasa, illetve nem sokkal ké-
s6bb az ingyenes licenc korlataiba iitkoztiink, amennyiben tul sok valtozot szerettiink
volna hozzdadni a modellhez. Az akadémia licenc igénylése kutatéasi célokra ugyan egy-
szertien miikodik, ezek a licencek nem kompatibilisek konténerizalt kérnyezetekkel, igy a
Colaboratory-ban sem hasznalhaték. Egy viszonylag 1j licencelési modszer a Web License
Service (WLS) hasznalata[17], azonban bar a konfigurdcié egyszerii, megfelel6 dokumen-
taci6 hidnydban, napok munkéja volt ezt megfeleléen elvégezni[14].

Ha mindent jél bedllitottunk, akkor példdul a korabban elkészitett Q szotarat is at-
konvertalhatjuk Gurobi modellé, és megoldhatjuk a problémat, igy kapva egy QUBO
megoldot. A 4.1. kédrészlet bemutatja, hogy miként tudunk egy mar felépitett QUBO-t
megoldani, végeredményként ugyanolyan tipusi look-up-table (lut)-t kapva, amelyet a D-
Wave vélaszabdl is ki tudunk nyerni. Azaz a lut i. eleme megmondja, hogy az i. valtozd
értéke 0 vagy 1.

def solveQUBOWithGurobi(Q):
model = gp.Model('ModelFromQUBO', env=gurobiEnv)
X = defaultdict(lambda: model.addVar (vtype=GRB.BINARY))
expr = gp.QuadExpr()
for ((u, v), w) in Q.items():
expr.add (wk (X [ul*X[v]))

model.setObjective (expr, GRB.MINIMIZE)
model.optimize ()

lut = dict()

for var in sorted(X):

lut [var]=X[var].X

return lut

4.1. kédrészlet. QUBO megoldasa Gurobival

Persze, érdemes észben tartani, hogy a Gurobinak nem f6 profilja a kvadratikus opti-
malizalas, és ha lehet, akkor érdemes korlatként hozzavenni a kényszereket, ahelyett, hogy
azokat blintetétagokként a célfiiggvénybe fogalmaznank bele. Mivel a maximalis vagasnal
nem voltak kényszerek, igy a direkt megfogalmazas teljesen egyenértékii volt a QUBO-bdl
atkonvertalt modellel, tehat ott semmi kiilénbség nincs.

Viszont példdul a 4.5. alfejezetben vizsgalt maximalis K-viagasnél valéban azt tapasz-
taltam, hogy a nyers QUBO megoldasa reménytelen feladatnak tiinik a Gurobi szaméra,
mar 50-es csicsszamndl is. Viszont amennyiben a kovetelményeket, hogy minden cstics
pontosan egy csoportba keriiljon, korlatként adom hozza a modellhez, kivarhaté idén beliil
teljesit.

A Gurobi altal produkélt eredmények, bar pontosak, a futdsidé még mindig messze
elmarad a tobbi optimalizal6tél. Azt a gyakorlati megfigyelést sikeriilt tennem, hogy a mo-
dell optimalizalasa soran viszonylag hamar megtalaljuk az optimumot, de annak belatésa,
hogy ez valéban az optimum, nagyon sokdig tart. Valdjaban arrél van szo, hogy példaul egy
maximalizalasi folyamat soran hamar megtaldljuk a primél feladat maximumat, de a dudl
feladat minimuma még jéval nagyobb, akar tobbszorose az optimumnak, és ez csak nagyon
lassan konvergél az optimum felé. Igy érdemes lehet befolydsolni a megoldét, hogy ne pon-
tos megoldast keressen, hanem megengedjen egy bizonyos hibaszazalékot. Azt a trikkot
alkalmaztam, hogy egy paraméter bedllitasaval jeleztem a megoldé felé, hogy amennyiben
egy bizonyos szamértéknél jobb megoldast taldl, akkor terminéljon a folyamat[15]. Ennek
az értékét a varhatdé optimum 0.9-szeresére allitottam be. Ezt szerencsére meg tudtam
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tenni, mert a grafot Ggy generdltam (4.2. alfejezet), hogy el6re ismerjem a varhat6 opti-
mumot. Ez persze egy vald életbeli problémanal nem lenne megtehetd, azonban akkor a
D-Wayve altal adott eredményekre sem lenne garancidnk, hogy optimélis megoldast adnak,
illetve ezzel a modszerrel megkaphatd egy becslés, hogy mennyi ideig kell futtatni az adott
algoritmust, hogy valészintisitsiik, a megoldasunk kozel optimélis. A késébbi grafikonokon
Gurobi90 cimkével jelzem, ha a paraméterrel médositott Gurobi megolddot hasznalom.

4.1.3. Egyéb megolddk

Miés megold6 szoftverek kiprébalasat is tervben van, de sajnos, mint kideriilt lehe-
t6ségeink rendkiviil limitaltak. Szoba jott példaul a BiqCrunch, de mivel ennek nincs
Python-os API-ja, igy egyelére félretettiik [2]. Igéretesnek tiint a gpsolvers [3], amely
egységes interfészt kinal tobb megoldéprogramhoz is, azonban nem tamogatja az egészér-
tékiiségi kényszerek hozzdaddsat. Tovabbi utdnajarast igényel a CVXPY [9] és a quadprog
[22], melyek akar alkalmasak lehetnek QUBO-k megoldasara, eddig ezt mégsem sikertilt
elérni.

4.2. Graf generalasa

Az alkalmazésok ellendrzésére specidlis grafokat generaltam, melyeken elére meg tud-
tam hatarozni a vairhaté minimalis, illetve maximalis vagasokat. A generalt graf rendelke-
zik négy kiilonb6z6 paraméterrel, ezek N, K, p és q. A grafot ennek megfelel6en jeloljiik
G(N, K,p,q)-val. Az otlet csupan annyi, hogy elére meghatarozunk K darab diszjunkt
halmazt, hogy mindegyik csoportban pontosan N darab csics legyen. Ezutan minden
élrol egyénileg dontiink, hogy 6t hozzavessziik-e a grafthoz. Amennyiben egy él egy cstics
N-esen belill fut, ez a valdszinliség legyen ¢, amennyiben két kiilonb6z6 csiics N-es k6zott
fut, akkor legyen ez a valdsziniiség p. Vilagos, hogy ha p kicsi, ¢ pedig nagy, akkor K
klasztert kapunk, ahol a klaszteren beliil az élek siiriiek, a csoportok koézott viszont rit-
kak. Ellenkez6 esetben K darab egymastél majdnem figgetlen ponthalmazt kapunk, ahol
a halmazok kozott viszont sok él hozza van adva a grathoz. Az el6bbivel egy minimélis
K-vagas varhatéan a K klasztert szétvilaszto vagas lesz, utobbi esetben pedig ugyanigy a
maximélis K-vagdsra lesz egy j6 becsléstink (4.2. kédrészlet).

Erdemes megvizsgalni az elfajulé eseteket. G(N,K,0,1) esetén K darab kiilonalld
egyenként N csucsu teljes grafot kapunk, G(N, K, 1,0) esetén pedig ennek a komplemen-
terét. A dolgozat keretein belill, maximélis vigasok esetén minden kozolt eredménynél
egységesen a p = 0.9 és ¢ = 0.1 paramétereket alkalmaztam, amig a miniméalis vagasnal a
p = 0.2 és ¢ = 0.8 szdmokat hasznaltam.

Az élsilyokat pedig egy véletlenszdm generatorral készitettem minden élre. Ezt, a
véletlen sulyokat elkészité fiiggvényt gy oldottam meg, hogy képes legyen barmilyen
véletlenszam generatort paraméterként (lambda fiiggvényként) atvenni (4.3. kddrészlet).
A maximalis vagashoz kapcsolodé probléméknal a tesztekhez mindenhol 0 és 1 kézotti
egyenletes eloszlast biztositdé generatort hasznaltam, a miniméalis vagasnal viszont kicsit
nagyitottam ezeken a szdmokon.

Erdemes észben tartani, hogy n = |V| = N - K, tehat a kicsi n és nagy N nem
keverendo.
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def createRandomGraphClusters(n, K, p, q):
G=nx.empty_graph (K*n)

#Edges across
for k1 in range(K):
for k2 in range(K):
if (k1!=k2):
for u in range(n¥kl,n*(ki+1)):
for v in range(n¥k2,n*(k2+1)):
if (random.random()<p):
G.add_edge (u,v)

#Edges within
for k1 in range(K):
for u in range(n¥kil,n*(ki+1)):
for v in range(u+l,n*(ki+1)):
if (random.random()<q):
G.add_edge (u,v)

#Assign color to each node
for k in range(K):
for i in range(O,n):
G.nodes [nxk+i] ['c']=k

return G

4.2. kédrészlet. Graf generalasa

def addWeightsToGraphWithRandom(G, randAcross = random.random, randWithin = random.random) :
across_edges = [(u, v) for u, v in G.edges if G.nodes[u]l['c']!=G.nodes[v]['c']]
within_edges = [(u, v) for u, v in G.edges if G.nodes[ul['c']==G.nodes[v]['c']]

for (u, v) in across_edges:
G.edges[u, v]['weight']=randAcross()

for (u, v) in within_edges:
G.edges[u, v]['weight']l=randWithin()

return G

4.3. kédrészlet. Silyok hozzaadasa grathoz

4.3. Minimalis vagas
4.3.1. Klasszikus
A probléma klasszikusan is megoldhaté, példaul folyamalgoritmus segitségével. Re-

ferenciaként a NetworkX-ben ilyen mdédon implementalt minimum_cut fiiggvényt fogom
hasznélni.

cut_value, partition = nx.minimum_cut(G, s, t, 'weight')

4.4. kédrészlet. Minimalis vagas folyamalgoritmussal

Ezzel ez szakasz véget is kellene érjen, de sajnos még ez a legegyszeriibb, szamunkra
implementalt eljaras is gondokat okozott. A tesztek futtatdsa soran tobbszor eléfordult,
hogy ez a determinisztikus algoritmus a forras csicsot egyediiliként levalaszté vagast adta
vissza, mely az optimdlisnak akar 2-3-szorosa is volt. Rengeteg id6t emésztett fel ennek
az utdnajarasa és kielemzése. (Ennyi id6 alatt valdjaban egy sajit folyamalgoritmust
is implementalhattam volna.) Végiil azt sikeriilt megallapitani, hogy bar az élsilyok a
dokumentécié szerint is lehetnek float tipustak, ez valamiért gyakran Osszezavarja az
algoritmust. Valdsziniileg valamilyen szamabrazoldsi pontatlansdg nem megfeleléen van
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kezelve. Még akar akkor is helytelen eredményt kaptunk, ha 1 és 1000 kozotti egész
szamokat generaltam, majd az eredményt 1000-rel osztottam.

Végil az ideiglenes megoldas az lett, hogy miel6tt a folyamalgoritmust futtatnam,
az élstlyokat 1000-el szorzom, és egészre kerekitem (4.5. kddrészlet). gy kozel azonos
problémat kapok az eredetivel. Jo lett volna, ha ez a fajta szdmgenerdlas a tobbi, QUBO-
val tortén6 megoldonak is megfelel, azonban ott a biintet6tagok finomhangolasa okozna
gondot, igy végil csak ezzel a megolddval tettem ilyen jellegii kivételt.

for (u, v) in G.edges():
G.edges[u, v]['weight']l=(int) ((G.edges[u, v]['weight'])*1000.0)

4.5. kédrészlet. Sulyok egésszé konvertalasa

Tovabbi keresések igazoltdk, hogy a probléma valéban fennall, és méasnak is addd-
tak hasonld jellegli problémai, amely kikiiszobolésére szintén az én altalam alkalmazott
moédszert javasoljak [19].

4.3.2. QUBO

Ahogyan a 2.3. alfejezetben leirtam, egy n valtozos binaris kvadratikus kifejezést meg-
adhatunk tomoren matrixos formédban is, ahol a @) matrix ¢;; eleme az z;z; egyiitthatdja.
Mivel ezt a format képes kezelni a legtobb megoldd, (vagy ha nem, akkor ebbdl kénnyen
atalakithat6 a neki megfelel6 formara) ezért a tovabbiakban ezt az alakot hasznalom meg-
adésra.

A minimalis vagas problémaéaja konnyen felirhaté QUBO-ként, ahogyan azt a 3.1.3. sza-
kaszban lattuk. Az egyetlen amire figyelni kell, hogy két specidlis pontot ki kell jeldlni,
amelyeknek kiilon csoportba kell keriilniiik. Mivel azonban ez a klasszikus folyamalgo-
ritmusnal is igy mikodik, ezért ilyen tekintetben ez a megoldas sem alsérend{ibb ahhoz
képest.

for u, v in G.edges:
w=G.edges[u,v] ['weight']
QL(u,u)]+= 1*w
QL(v,v)1+= 1xw
QLCu,v)I+= -2*%w

Ql(s,s)]+=P
Ql(t,t)]-=P

4.6. koédrészlet. Minimalis vagas QUBO elééllitasa

4.3.3. Eredmények

A minimadlis vagas teszteléséhez a 4.2. alfejezetben bemutatott grafokat hasznéltam
p = 0.2 és ¢ = 0.8 paraméterekkel. Az élek silyat ugy allitottam be, hogy a két csoport
kozt futé élen 0 és 1 kozotti véletlen szam legyen, amig egy csoporton beliil ez még skaldzva
legyen a csoport méretével. Erre azért van sziikség, hogy biztosan ne legyen a grafban egy
a vartnal kisebb vagas.

Sajnos a megolddszoftverek Osszehasonlitasabol a Gurobi ezuttal kimaradt,
mert a Colab kérnyezetben a licenc megadasa utéana a kévetkezd hibaiizenetet kaptam:
GurobiError: Web license service only available for container environments.
Kordbban pont, hogy csak ez a mddszer miikédott a konténerizalt kornyezetben vald
hasznélatra, aztan egyszer ezzel a hibaval kellett szembesiilném. Késobb a hiba énma-
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gatol megoldodott, majd amikor a teszteket futtattam volna, Gjra elOkeriilt, a dolgozat
beadésdig sajnos nem oldédott meg.

A futdsidékbe mindig csak az algoritmus idejét szdmoltam bele, azaz azt az idét,
amely a megold6 inditasatél annak lefutdsaig tart, tehat sem a graf generaldsat, sem
esetleges sziikséges atalakitasokat az inputon nem tartalmaz. Ez azért is lényeges, mert a
nagy grafokon ezek a miiveletek akar tobb ideig is tarthattak, mint a tényleges megoldés.
Ugyanakkor a valdés kvantum ercforrasok hasznalata halézaton keresztiil zajlik, itt nehéz
lett volna pontosan lemérni a halézati kommunikécié, és eréforrasokra varas idejét, igy itt
ezt is belemértem.
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4.1. dbra. Futdsidék a minimalis vagas megoldasara

A 4.1. abra eredményei kissé meglepOek, hiszen azt tapasztaltuk, hogy nagy bemene-
tekre a determinisztikus, polinom idejli algoritmusnél gyorsabban futnak a lokélis heurisz-
tikus, illetve a kvantumot szimulalé mddszerek, amig a keresett optimumot is tobbnyire
megtalaljak. Ez aldl egyediili kivételt a Hybrid workflow-val torténé megoldéds produkalta,
ahol a minimalis vagasnak sokszor csak a 2-3-szorosat sikeriilt megtalalni, és futasidében
is sokkal rosszabb volt a t6bbinél.

4.4. Maximalis vagas

A maximélis vagas klasszikus példéja a QUBO-nak, ezt konnyen elintézhetjiik. Eppen
gy miikodik, mint a minimélis vagas esetében, de nem sziikségesek a biinteto tagok,
hiszen nem lesz elfajulé optimélis megoldds. Erdemes megfigyelni, hogy a valtozék szdma
pontosan |V| = n.

for u, v in G.edges:
w=G.edges[u,v] ['weight']
QL(u,u)]+= -1%w
QL(v,v)1+= -1*w
QLCu,v)]+= 2%w

4.7. kédrészlet. Maximalis vigas QUBO eléallitasa
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Az egyszerli maximalis vagasra felirt QUBO-t szinte minden megoldé szoftver jol ke-
zelte. Nagy bemenetekre is dltalaban pontos eredményt kaptunk vissza. A leglassabb
megoldénak a Gurobi bizonyult, de a képet arnyalja, hogy az ¢ szoftveriik pontosan meg-
keresi az optimum értékét. Ahogyan a 4.1.2. szakaszban mér leirtam, a folyamat jelen-
tosen gyorsithaté a BestObjStop bedllitasaval, melyet a tdblazatokban és a grafikonokon
Gurobi90-del jeloltem.

A 4.2. dbra foglalja Ossze a kiilonb6z6 moédszerekkel kapott futdsidket. (A tengelye-
ken logaritmikus skélat alkalmazok.) A futdsid6knél sokszor jellemz6ek voltak akar 1-2
masodperces eltérések is ugyanarra a bemenetre, a sok kiilsé befolyasold tényez6 miatt.
(Kezdve csak azzal, hogy a hibrid esetnél interneten keresztiili kommunikaciéval oldjuk
meg a problémat, ezért csak a halézati kommunikacié egy elég jelentés dllandén valto-
z6 tényezd.) Kimondottan ezeknél az eseteknél fordult el§ tobbszor az is, hogy idénként
a futdsido kiugréan magas 1-2 perces idétartamu volt, ugyanakkora bemenetre, amelyre
maskor 10-20 méasodperc alatt lefutott. Ez okozza, hogy kisebb bemenetekre a futasidék
megbizhatatlanul ingé értéket mutatnak.

Ami a 4.2 dbrdn nagyon jol latszik, hogy a sima Gurobis megoldas nagyon sok idét
igénybe vett N = 1000-nél, ami 2000 csticsti grafnak felel meg, mar kézel 1000 masodpercig
tartott a lefutds. A Gurobi médositott verzidja viszont a kis bemenetek N < 100 esetében
a leggyorsabb volt. Riadasul, bar csak azt irjuk el8, hogy a megoldds az optimum 90%-
anal nagyobb legyen, igy is altaldban megtaldljuk a pontos optimumot. (Egyediili kivétel
érdekes médon az N = 20 esetnél fordult el6, amikor az atlagos approximaciés faktor
0.93 volt.) A bemenetek novekedésével viszont gy tiinik, hogy a Gurobi elvesziti a ver-
senyt, és a leggyorsabb algoritmusként a szimulalt kvantumgép megoldas, és a klasszikus
heurisztikus megoldé szerepel. Bar igaz, hogy ezek az algoritmusok a lokalis kérnyezeten
futnak, igy nincs sziikség hdlézati kommunikaciora vagy eroforrasra varakozasra, ez akkor
is meglepd eredmény. Raadasul a grafikon alapjan nem ugy tiinik, hogy ez a konstans
overhead szép lassan eltiinne a bemenet méretének novekedése mellett.
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4.2. dbra. Futasidék a maximalis vagds QUBO megoldasara
A méréseket minden esetben gy végeztem, hogy harom mérés atlagat szamoltam,

és ezt jeloltem grafikonon. Ezutdn egy gorbét illesztettem ra, egyrészt az abra kénnyebb
értelmezése miatt, masrészrol nagyobb bemenetek esetén mar jobban latszik valamilyen
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trend is kialakulni. Jobb lett volna sokkal tobb mérést is végezni, de sajnos csak egy meg-
hatarozott keret erejéig lehet hasznalni a D-Wave rendszerét minden hénapban. Kiilon
érdekes a Gurobi kis bemeneteknél torténd futdsidejliségének valtozékonysaga is, hiszen
ezt nem befolyasoljak a korabban emlitett kiilsé tényezok. Egyrészt emogott szamabra-
zolasi pontatlansag is megbujik, hiszen az idémérést és azok atlagat csak két tizedesjegy
pontossagig jegyeztem, pedig kis bemenetekre a Gurobi még alig volt lassabb mint 10-20
ms. Es ha csak egy mérési pont is valami miatt 200-300 ms-os tartomanyba esik, az is
rendkiviil el tudja vinni az 4tlagot. Erdekesség, hogy még ezeket a tényeket figyelembe
véve is megfigyelhetd, hogy a Gurobi 37-38 méretii klikkeknél teljesit leglassabban. T6bb
mérést végeztem csak ezzel a solverrel, és a futdsidéket abrazoltam a 4.3 grafikonon, ahol
ez nagyon jol latszik. Azt sejtem, hogy a megoldé algoritmus kiilénb6z6 optimalizdcidkat
hajt végre a bemenet méretének fiiggvényében, és ez magyarazhatja ezt a jelenséget.
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4.3. dbra. Futisidék a maximalis vagas megoldasara Gurobival

4.5. Maximalis K-vagéas (,,one-hot” kédolassal)

4.5.1. Megvaloésitas

A maximalis K-vagdsnal tobb trikkot is be kellett vetniink. Az elméleti megfonto-
lasokon feliil, itt csupan annyit kell még kezelni, hogy a valtozdkat jol osszuk ki. Vagyis
amig az x,; valtozot kett6 indexszel indexeltiik, az elméleti felirdsban, most egy indexszel
kell megadnunk egyértelmiien, hogy a matrixos formaba leképezhetd legyen.! Ezt pedig

gazabol ez nem szitkségszerii, mert a métrix felirdsdhoz, a Python dict tipusa miatt, akar sztringeket
is hasznalhatunk kulcsként, vagyis a sor-oszlop koordinatak azonositasara. Ezt a kovetkez6 példaban ki is
hasznélom, de ennél a feladatnil még konnyen kezelhetd az indexek leképezése is.
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gy oldjuk meg, hogy a valtozdkat sorba rakva blokkonként kévetkeznek az egy csticshoz
tartozé valtozok, azaz x,; az (uK + ). valtozé lesz. Ennek megfeleléen hasznaljuk tehat
az indexeket.

Ebbdl kévetkezik tovabba az a korabbi, de fontos megfigyelés is, hogy a valtozok
szdma itt n- K = N - K2,

for u, v in G.edges:
for i in range(X):
for j in range(K):
if (i'=j):
w=G.edges[u,v] ['weight']
QL(uxK+i,v¥K+j)] += -1*w

for u in range (K*N):
for i in range(K):
for j in range(K):
if (i'=j):
QL(u*K+i,uxK+j)] += P

4.8. kédrészlet. Maximdlis K-vigas QUBO (szimmetrikus matrix)

for u, v in G.edges:
for i in range(K):
for j in range(i+l, K):
w=G.edges[u,v] ['weight']
QL(uxK+i,v*K+j)] += -1xw
QL(v*K+i,uxK+j)] += -1*w

for u in range(K*N):

for i in range(X):
for j in range(i+l, K):
QL(u*K+i,u*K+j)] += P

4.9. kédrészlet. Maximdlis K-vigas QUBO (haromszog matrix)

A Gurobi hasznélata sordn figyelembe vettem, hogy a korlatok célfiiggvénybe va-
16 beleeréltetése nem elényos (4.1.2. szakasz) ezért a Gurobit nem csak a nyers QUBO
megoldasara hasznaltam, hanem felhaszndltam a korlatokat kiilon hozzdadva, és csak a
ténylegesen optimalizdlandé részeket célfiiggvényként megadva (4.10 kédrészlet). Tobb
mérés is azt igazolja, hogy ez a mddszer sokkal jobban teljesit, mint az egyszeri QUBO
megoldésa (4.4. abra).

model = gp.Model('MaxKCut', env=gurobiEnv)
X = model.addVars(len(G)*K, vtype=GRB.BINARY, name="Set")

#Every node can be only in one group
for u in range(len(G)):
expr = gp.LinExpr()
for i in range(K):
expr.add (X [uxK+i])
model.addConstr(expr == 1)

expr = gp.QuadExpr ()
for u, v in G.edges:
for i in range(K):
for j in range(i+1l, K):
w=G.edges [u,v] ['weight']
expr.add (wxX [uxK+i] *X [v¥K+j])
expr.add (wxX [v*K+i] *X [uxK+j]1)

model.setObjective (expr, GRB.MAXIMIZE)

4.10. kédrészlet. Maximalis K-vagas Gurobival
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4.5.2. Eredmények

A maximélis K-vigasra a futdsid6ket szemlélteti a 4.4 és a 4.5. dbra. Elébbihez K = 2,
utébbihoz K = 4 van beéllitva paraméterként. Altaldnos tapasztalat a grafikonoknél, hogy
a Gurobi mellett — amelyet immar nem is klasszikus értelemben QUBO megoldasra hasz-
nalok, mert hozzdadok korlatokat is a modellhez —, a 4.4. alfejezethez hasonléan lokalisan
futé algoritmusok futnak le gyorsabban.

A 4.5 grafikonon kimondottan érdekesnek tiinik, hogy a Gurobival torténé megoldas
hamar belassul, igy Osszehasonlithatatlanul rossz lesz a tobbi megoldohoz képest. Az
eredmények valéban 6sszehasonlithatatlanok, de sajnos més okbdl kifolydlag.
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4.4. dbra. Futisid6k a maximélis K-vigds QUBO megoldéasara
(K =2)

A futédsi id6k elemzése 6nmagaban nem elég, fontos megvizsgdlni, hogy valéban joé
(kozelité) eredményeket kaptunk-e. Amig az egyszeri maximalis vagasnal (4.4. alfejezet)
mindig kozel j6 eredményt kaptunk, és inkabb a futasidé volt a sziikos eréforras, addig a K-
vagasnal gyakran kaptunk viszonylag rossz kozelitéseket is, ezért érdemes mindig figyelni a
talalt megoldas és a vart optimum aranyat, melyre tovabbiakban approximaciés faktorként
is hivatkozok. Amennyiben ez a szam 1.0, az azt jelenti, hogy a keresett vagast pontosan
megtalaltuk.

A vagasok varhat6é optimuméat konnyen megmondhatjuk a generdlt grafok alapjan,
de nagysédgrendileg is érdemes kiszamolni. Ha p = 1,q = 0 kozelitést hasznaljuk, akkor
N ~ (N —1) miatt, expliciten kiszamolhaté a 4.1 képlettel, ahol E(W) az élstlyok varhatd
értéke.

(I;) N2E(W) (4.1)
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4.5. dbra. Futasidék a maximdlis K-vigas QUBO megoldasara
(K =4)

Erdemes utdnagondolni, hogy mekkora az a kozelités, amely jénak mondhaté, vagy
masképpen, mennyi legyen legaldbb az a megtalalt megoldas, hogy az egyértelmiien jobb-
nak tituldlhato legyen, mint egy teljesen véletlen vagas. Erre persze a valasz nem egy-
értelmii, de a nagysagrendek elhelyezését megkonnyitendo, érdemes kiszamolni egy telje-
sen véletlen vagas approximaciés faktorat. Kgy véletlenszeri vagas, amikor a K csoport
mindegyikébe, minden eredeti csoport K-ad részét tessziik. Ekkor ha ismét a p=1,¢ =0
kozelitést hasznéljuk akkor kiszamolhatjuk az élek szamat, amelyet még szorozni kell az
élsilyozas varhato értékével, igy kapjuk a 4.2 szerinti formulat.

F(5-8) (-

w(x) (2)Pom

A 4.2 formulat osztva a 4.1 kifejezéssel, megkapjuk a 4.3-ot, mint varhaté legrosszabb
approximaciés faktort.

(4.2)
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Vagyis K = 2 esetben legaldbb 0.5 felett lesz az ardnyszdm, amig példaul K = 4
esetben legalabb 0.75. Ezt fontos szem el6tt tartani, hiszen ez azt jelenti, hogy K = 4
esetben egy 0.8 approximéaciét elérd algoritmus egyéltalan nem nevezhet6 jonak, hiszen
alig jobb, mintha a grafnak egy random felosztasat adnank vissza eredményiil.

A 4.6. dbra és 4.7. dbra szemlélteti a megolddsok pontossdgit. Lathatjuk, hogy
K =2, N <200 esetre minden esetben megtalaltuk az optimumot, barmely optimalizalot
is hasznaljuk. Sajnos viszont N = 500, illetve K = 4 esetben mar gyakorlatilag hasznél-
hatatlanul rossz vagasokat kapunk vissza. A probléméval nagyon sokat foglalkoztam, igy
a hibakeresés soran a kapott felosztdson ,,szemmel végignézve” is konstatdalhattam, hogy
val6ban, mintha véletlen felosztésrol lenne szé.
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Hibrid szamitasnal altaldban valamivel jobb eredményeket kapunk, és a Hybrid-
Workflow volt a legmegbizhatobb, amelyet a 4.7. abra is mutat, de kelléen nagy bemene-
teket ennek a megoldénak sem sikeriilt kezelnie.

Azt sejtjik hogy valamilyen paraméterek konfiguraldsaval javithaté lenne ez az ered-
mény, de egyeldre, a viszonylag kicsi felhasznalébazis és elérheté dokumentacié miatt nem
sikeriilt ezt kideriteni. Az viszont sajnos kideriilt, hogy ebben a forméjiban a megol-
dék nem alkalmazhatok, hiszen mint lattuk, viszonylag kicsi (néhany szaz csticsbol allo)
grafokra sem adnak még jo kozelitést sem.

4.6. Maximalis K-vagas (binaris kédolassal)

Mivel a kordbban bemutatott elmélet alapjan rengeteg segédvaltozéval kell foglalkoz-
ni, igy koriilményes lett volna a természetes szamok halmazara leképezni az 6sszes valtozot,
és igy felirni a matrixot. Ezért a QUBO definidlasanél kihasznaltam, hogy a defaultdict
kulcsainak nemcsak egész szamokat, hanem akér stringeket (pontosabban string paro-
kat) is megadhatunk, igy string-ként kezelve a valtozéneveket kicsit kovethet6bb a fo-
lyamat. Ezaltal a kodban a csoportokat elkddold valtozokat x_u_i-vel jeléltem, melynek
jelentése tovabbra is, az u cstcs csoportjat elkédold szam <. bitje. d_u_v_i-vel jeloltem,
hogy az u és v csoportjat elkédold szamok <. bitje kiilonbozik-e, illetve dtemp_u_v_i-vel
a XOR kapu hasznilatanal sziikséges segédvaltozot. Ennek mintdjara D_u_v jeldli az
u és v kiilonb6z6 csoportba keriilését. Ezen kiviil tovabbi valtozok jonnek majd be az
or_gate_list meghivisanal, ott a fiiggvényen beliil adom hozzéd a Q-hoz az 1j valtozokat,
ugy hogy azok neviikben egyediek legyenek, méghozza a kimeneti valtozonév moégé mindig
konkatendlom, hogy a lista mely indexii elemeit allitja OR, kapcsolatba.

A kéd egyébként két nagyobb részbdl all, egyrészt a D_u_v véaltozdk eldallitasa, més-
részt a D_u_v véaltozokat Ossze kell szorozni a megfelel6 sulyokkal (4.11. kédrészlet).

import math

# Initialize our { matriz
Q = defaultdict(int)

# k is the number of bits needed to write a groupnumber
k = math.ceil(math.log2(K))

# Define the D_u_v wvariables with constraints
for u in range(K*N):
for v in range(u+l, K*N):

x_ui="x_"+str(u)+"_"+str(i)
x_vi="x_"+str(v)+"_"+str(i)
d_uvi="d_"+str(u)+"_"+str(v)+"_"+str(i)
dtemp_uvi="dtemp_"+str(u)+"_"+str(v)+"_"+str(i)
xor_gate(Q,x_ui,x_vi,d_uvi,dtemp_uvi)
1list0fds.append(d_uvi)
or_gate_list(Q, listOfds, "D_"+str(w)+"_"+str(v))

# Update @ matriz for every edge in the graph

for u, v in G.edges:
w=G.edges [u,v] ['weight']
QL("D_"+str(u)+"_"+str(v),"D_"+str(u)+"_"+str(v))] += -1*w

4.11. kédrészlet. Maximélis K-viagds QUBO (bindris kddolas)
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4.6.1. Logikai kapuk megvaldsitasa

A fenti médszer miikodéséhez azonban implementalni kell a logikai kapukat is. Ezek
az elemi kapuk esetében nem okoznak kiillonésebb problémat, hiszen a korabbi fejezet-
ben mar megadtuk, hogy milyen egylitthatokat kell hasznalni, igy az implementaldsnal
elég egyszerlien paraméterként atvenni egy Q objektumot, melybe a valtozdk egyiittha-
téi elmentésre keriilnek, és magukat a valtozokat azonosité neveket, melyekre a logikai
Osszefiiggést alkalmazni akarjuk. A Q matrix megfelel§ mezdihez hozzdadjuk a korabban
kiszamolt egyiitthatokat, és ezzel kész is vagyunk (4.12. kédrészlet).

def same(Q, inl, in2):
Q[(in1,in2)] -= 2*p
Q[(in1,in1)] += 1*p
QL(in2,in2)] += 1*p

def and_gate(Q, inl, in2, out):
Q[(in1,in2)] += 1%p
Q[(inl,out)] -= 2%p
QL(in2,0ut)] -= 2*p
Q[(out,out)] += 3*p

def or_gate(Q, inl, in2, out):
Q[(in1,in2)] += 1*p
QL(inl,out)] -= 2%p
QL[(in2,0ut)] -= 2%p
QL(out,out)] += 1xp
Q[(in1,in1)] += 1xp
Q[(in2,in2)] += 1%p

def xor_gate(Q, inl, in2, outl, out2):

Q[(in1,in2)] += 2%p
QL(inl,out1)] -= 2*p
QL[(in2,0ut1)] -= 2*p
Q[(outl,outl1)] += 1x*p
Q[(inl,in1)] += 1%p
Q[(in2,in2)] += 1*p
QL(out2,0ut2)] += 12%p
Q[(outl,out2)] += 4*p
QL(inl,out2)] -= 8*p
QL(in2,0ut2)] -= 8%p

4.12. kédrészlet. Elemi kapuk

A tébb-bemenetii OR kapura is készitettem egy rovid fiiggvényt, amely elvégzi az
OR miiveletet az Gsszes bemenetére. Mindezt gy teszi, hogy kozben felépit egy binaris
fat OR kapukbdl, id6kozben segédvaltozokat bevezetve. Implementacidéjat tekintve ,o0szd
meg és uralkodj” elven miikodik, vagyis rekurzivan meghivja sajit magat a paraméterként
atadott tomb elso-, illetve masodik felére, majd a kapott eredményekre alkalmazza az OR
miiveletet (4.13. kédrészlet).

def or_gate_list(Q, inl, out):
length = len(inl)
if (length==1):
same(Q, in1[0], out)

return
half = length // 2
outl = out +"_0-" +str(half)
out2 = out +"_" +str(half) + "-" +str(length)

or_gate_list(Q, inl[:half], outl)
or_gate_list(Q, inl[half:], out2)
or_gate(Q, outl, out2, out)

4.13. kédrészlet. Sokbemenetes OR kapu
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Tlletve segédfiiggvényként létrehoztam még egy bitenkénti XOR miiveletet végzo fligg-
vényt, mely csak annyit csinal, hogy a bemenetként kapott két listara elemparonként
alkalmazza a kordbban definidlt xor_gate fliggvényt (4.14. kodrészlet).

def xor_list(Q, inl, in2, outl, out2):
for i in range(len(inil)):
xor(Q, in1[il, in2[il, out1[il, out2[il)

4.14. kédrészlet. Bitenkénti XOR miuvelet

4.6.2. Eredmények

Az eredmények nagyon hasonléan alakultak, mint a 4.6. alfejezetben lathattuk. A
séma is megegyez6, kis bemeneteket barmelyik megoldé jol tud kezelni, de nagy beme-
netekre elkezd elképesztOen rosszul teljesiteni. A 4.5. alfejezetben kozolt dbrakkal analog
grafikonokat itt is eléallitottam, melyekrol jél leolvashaté, hogy a megtaldlt vagas miként
aranylik az optimumhoz (4.8, 4.9 abrak), illetve az egyes szoftverek futasidejét a 4.6. al-
fejezetben megfogalmazott QUBO-n (4.10, 4.11 dbrak). (Kivétel ismét persze a Gurobi,
az megegyezik a korabban latott, korlatos programozasi technikaval, kiillénben nem futna
le kivarhat6 idén beliil.)
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4.8. dbra. Approximaciés faktorok a maximélis K-vigds QUBO
megoldéséara (bindris felirds, K = 2)
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4.10. abra. Futdsidék a maximalis K-vagas QUBO megoldéasara
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5. fejezet

Osszegzés

A munka soran jelentds irodalomkutatast végeztem a kombinatorikus optimalizilas
egyes részein, beleértve, hogy tanulmanyoztam a kvadratikus bindris korlatmentes op-
timalizalds hasznalatat. Ennek elméleti és gyakorlati jelentOségét is megvizsgaltam és
megértettem.

TetszOleges feladatok megfogalmazasa barmilyen optimalizalasi problémaként ugy
gondolom, hogy nem magatél értet6dd feladat, de ezen a teriileten is sikeriilt sok ta-
pasztalatot gyljtenem, ismét kiilonos tekintettel a QUBO-k formalizalasara.

A munka nagy részét tette ki a D-Wave programcsomagjaval valé ismerkedés, példa-
kédok és dokumentécié olvasasa. A D-Wave gépek miikodési elvét is meg kellett értenem
a tovabbi feladatokhoz, noha a dolgozat keretein beliill igyekeztem a ,,matematikai letisz-
tultsagra” és az empirikus gyakorlatra fektetni a hangsilyt.

Szamomra a Python, mint programozasi nyelv is ijdonsag volt, csakigy, mint renge-
teg mas idékozben felhasznalt technoldgia. A munkat tovabb nehezitette, hogy az elérhetd
dokumentéciék mennyisége és minGsége is erdsen korlatozott volt.

Minden nehézség ellenére tigy gondolom, hogy az alkotott munka értelmes és egész,
mikozben betekintést nytjt a QUBO-k vildgaba, és tobb dltalam konstrudlt példaval (3.3.2,
3.3.3) gazdagitom a szakirodalmat is. Kiilon eredmény példaul a logikai kapuk megvals-
sitdasanal leirt és bizonyitott allitdsok, melyek a XOR kapura (3.4.1.6) és a tobb bemenetii
OR kapura vonatkoznak (3.4.2.1).

A kutatas a tovabbiakban sokféle iranyba folytathatd. Példaul természetesen ad-
ja magat, hogy a maximalis K-vagast nagyobb bemenetekre is tudjuk kezelni. Ehhez
akar a meglévs, mar felkonfiguralt optimalizalékat lehetne finomitani, vagy djakat be-
hozni (4.1.3). A repertoart is tovabb bévithetjiik nem feltétlen csak vagassal kapcsolatos
feladatokkal. Akar ide bekapcsolédhat a logikai kapuk implementalasa (3.4), mely egy
matematikailag letisztultabb, ugyanakkor gyakorlatilag is érdekesnek igérkezé témakor.

Nem csak a megoldék halmazat, hanem a vizsgalt problémak korét is bévithetjiik.
A dolgozat eredményei alapjan logikus folytatds lenne megvizsgalni a miniméalis K-vagas
problémajat is, mely egészen mas kozelitéseket is igényelhet.

Amely szerintem a diplomatervet kimondottan teljesebbé tenné, az a 3. fejezetben
kozolt linearis programok kiprébalasa kiillonbozé megolddszoftverekkel, és ezek Gsszeha-

sonlitdsa a QUBO témakornél kapott gyakorlati eredményekkel. Sajnos erre nem keriilt
sor, mert a Gurobi bar alkalmas lett volna a feladatra, az utolsé hetekben gondok adéd-
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tak a licenccel, mas j megolddszoftvert, vagy a Gurobi-t méas kdrnyezetben pedig nem
akartam mar a kozelg6é hataridé miatt felkonfiguralni.

Természetesen ezeken kiviil is rengeteg szal maradt elvarratlanul. Példaul a QUBO-
k kvantum elven miikédé fizikai hardverre valé bedgyazas éppen csak emlitésre keriilt.
Szintén a 2.5. alfejezetben volt sz6 a kvadratizalasrol, azaz amikor egy tetszoleges fokszamu
polinombdl kvadratikus polinomot hozunk létre 4j valtozdk bevezetésével. A feladat bar
egyszerien megfogalmazhatd, mégsem vilagos, hogy mi lenne az optimalis modszer erre,
s6t még az is vita targya lehet, hogy egyaltaldn milyen metrikdra nézve legyen a kapott
polinom ,,optimalis”.
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